Percorso per l’avvio dei formalismi dalla classe prima alla classe quarta
Il progetto è iniziato in classe prima (2009/2010), per l’accesso alla scrittura dei numeri, ed è proseguito fino alla quarta chiarendo la rappresentazione polinomiale del numero e il funzionamento degli algoritmi.
Riferimenti teorici
Il riferimento è al Gruppo di Ricerca di Boero che si richiama a Vigotskij nell’organizzare la situazione di apprendimento per stimolare lo sviluppo degli allievi e farli accedere a gradi di generalità costruendo il rapporto dei bambini con la matematica come disciplina formale.

Il contatto con Bartolini Bussi e Mariotti  (vedi  in Seminario nazionale didattica della matematica febbraio 2010) ha contribuito a condurre il Gruppo a ipotizzare l’introduzione degli artefatti cognitivi per mediare l’accesso ai formalismi.
Boero ha chiarito (in XXVIII Seminario nazionale di ricerca in didattica della matematica “Giovanni Prodi  Rimini, 27–29 gennaio 2011)  che la sua impostazione si differenzia per il basarsi sui campi di esperienza che sono “culturalmente situati”. 
Un  esempio lo si ha proprio nel lavoro sulla notazione decimale posizionale che parte dall’uso dell’abaco delle monete in prima e continua in seconda con la misura. 
Il problema dei formalismi è affrontato con un approccio consapevole al linguaggio dell'aritmetica in cui si passa dalle  "necessità" dei campi di esperienza alle “necessità” della gestione di modelli in campi di esperienza matematici.
Il progetto
In classe prima la mediazione avviene attraverso l'uso di artefatti di primo (l'abaco) e secondo livello (lo scontrino). Si inizia l'attività con lo scontrino, che dà spazio alle congetture dei bambini sulla scrittura del numero, in un secondo momento si progetta uno strumento che validi le teorie elaborate ed esso diventa, in discussione, l’abaco delle monete (mediatore semiotico con vincoli definiti dalla sua struttura).

In classe seconda si allarga il contesto di riferimento e l’abaco delle monete diventa anche abaco del metro e si lavora sull’orologio (la contrapposizione delle misure di tempo arricchisce la consapevolezza della struttura decimale). Si usa l’abaco per costruire gli algoritmi dell’addizione e della sottrazione.
In classe terza l’attenzione alla scrittura decimale posizionale chiarisce, in riferimento alla misura, il rapporto fra unità e decimali. L’abaco non è più “dell’euro e del metro”  ma è “universale”, costruzione decontestualizzata da applicare a situazioni in cui si usano il metro, i contenitori, le bilance. 
In classe quarta le relazioni strutturate sull’abaco servono per le equivalenze fra le misure, per rappresentare in modi diversi i numeri, per controllare moltiplicazioni/divisioni per 10, 100, 1000. La calcolatrice è l’interfaccia che giustifica tutto ciò. La carta millimetrata è usata per rappresentare la moltiplicazione come spazio bidimensionale in cui operano due fattori differenziandola dalla moltiplicazione come addizione ripetuta. 
Osservazioni sullo svolgimento del progetto 
Per quanto riguarda scrivere e leggere i numeri
I bambini riferiscono subito l’euro alla cifra corrispondente dello scontrino e distinguono euro e cent (che considerano globalmente come centesimi senza far corrispondere la moneta da 10 cent ai decimi). Se sono in difficoltà contano il valore delle monete per leggere il prezzo. 

In classe seconda esplicitano le relazioni fra le colonne corrispondenti alle monete usando i termini prima/dopo, davanti/dietro, destra/sinistra. Scrivere il prezzo in euro e in cent facilita lettura e scrittura dei numeri oltre il 100.
In classe terza si costruisce la rappresentazione polinomiale del numero che, in quarta, i bambini usano per controllare le moltiplicazioni e le divisioni per 10, 100, 1000 e per dare un riferimento concreto e significativo alle “marche” del libro. Scrivere i numeri con calcolatrici e software del pc visualizza gli ordini di grandezza facendo “vedere” gli zeri corrispondenti e consente di leggere e scrivere numeri “grandi” con facilità.
Per quanto riguarda gli artefatti 
Nel progettare “la macchina per leggere e scrivere gli scontrini” i bambini considerano le monete e non la posizione. Confrontando i progetti colgono se non c’è corrispondenza fra la posizione delle monete e le cifre dello scontrino. 
Nell’uso dell’abaco delle monete, costruito in discussione da “la macchina per leggere e scrivere gli scontrini”, la posizione diversifica il valore delle cifre e c’è consapevolezza della scrittura polinomiale in cui il + i vari lega i vari ordini di grandezza. Ci si rende conto che se le monete sono da  2 o 5 o 20 o 50 cent non c'è corrispondenza fra cifre indicate sotto la colonna e valore per cui l’abaco non funziona.

In classe seconda i bambini considerano il metro come l’euro: qualcosa di “intero” da separare  dal resto (millimetri, centimetri, decimetri). Con il metro la moneta da 10 cent è messa in parallelo con i decimetri e ciò porta a distinguere i decimi (nel metro – decimetri e nell’euro – moneta da 10 cent). Il problema dei millimetri è superato aggiungendo una colonna nei “pezzi più piccoli”.
In classe terza i bambini frazionano il metro fettuccia per misurare le ombre. 

DP: “Quando il metro era solo 1 metro quando andavamo a fare le misure alcuni dovevano dire 5 m e una mano quindi avevano problemi. Quando il nostro metro ha avuto i pezzi da 1/10 = 0,1 = 1 dm, alcuni quando andavano a fare le misure dicevano 4 m e 1 dito. Quando noi abbiamo messo i 100 cm nel metro quando andavamo a misurare potevamo dire 4 m e 2 cm o … così non avevamo più problemi”.
Così hanno la percezione dei sottomultipli (decimetri, centimetri e millimetri che hanno visto nello strumento “incompleto” del righello) e li riferiscono alla struttura dell’abaco.

L’introduzione delle misure di capacità consolida le relazioni fra le “colonne”:

-Perché i dl valgono 10 cl visto che era 2 dl 2 x 10 = 20 sono 20 cl

-Perché di decilitri ce ne vogliono 2 dl in centilitri li dobbiamo mettere in 10 pezzi.

Il “mettere in 10 pezzi” riporta all’esperienza concreta fatto con il metro/ fettuccia. I bambini operano a livello percettivo (si vede il contenitore graduato e lo spazio occupato da 10 cl). 

Ci si riferisce anche all’abaco:

-Perché il barattolo contiene i 2 dl. E allora c’è l’abaco delle misure e ci sono i 2 zeri ai cl e ai ml e dai dl ci mettiamo 2 zeri così verrebbe 200.

-Perché siccome il dl è prima del cl allora a 2 dl ci aggiungi uno zero e così viene 20 cl. 
L’abaco “universale” è usato per gestire le equivalenze e in una discussione in tale ambito si “scoprono” le potenze del 10.

24
Ka
10 x 10 x 10 sono 3 sia le colonne che gli zeri

26
Dil
ogni colonna è un ordine di grandezza

28
Dp
Che ogni volta si moltiplica per 10

30
Ka
3 ordini di grandezza perché vai dal kg all’ettogrammo al dag al grammo

35
MB
È giusto perché come dice DP e Karim ci sono 3 zeri perché x 10 c’è lo zero del 10, x 10 x 10 vengono i due zeri del 100 e x 10 x 10 x 10 arrivi ai 3 zeri del 1000

41
Mp
È facile basta aggiungere gli zeri
47 
Mb
Se no possiamo fare quello lì per 10 e in mezzo tipo fra ettogrammo x 10 anche in mezzo per farlo capire

48
Ins
Non ho capito 

49
Mb
Vengo a spiegarlo?

50
Ins
Vieni 

51
Mb
Allora (va dal cartellone) 10 x 10 fa 100 qua c’è scritto 10 x 10 poi possiamo scrivere nell’altra colonna per 10 e allora vedo che nella colonna degli ettogrammi ci sono due 10 (x10 x10) e là invece ce ne sono tre  (x 10 x 10 x 10) che fa 1000 che è il kilo e si vede che c’è un 10 in meno e si capisce che è 1/10

53
Mp
Ho capito! perché 10 x 10 fa 100 e 10 x 10 x 10 fa 1000 e c’è un 10 di meno

56
Au
Adesso si capisce che 100 è soltanto un decimo perché è soltanto di uno più grande Perché adesso si vede proprio

63
Ke
Maestra allora da questa parte qua (viene e segna nell’abaco cartellone la parte decimale i sottomultipli dell’unità) ci vuole il meno

64
Ins
Il meno?

65
Ke
Però il meno non si può mettere più di una volta!

66
Ins
Non si può mettere più volte? Il x è il + tante volte il meno tante volte cosa sarà? (non è ancora stato introdotta la divisione e i problemi di divisione si risolvono per tentativi).

67
Mb
Sarebbe che da un decimo hai un centesimo

69
Ke
Allora possiamo fare – 10 – 100 -1000

71
Dil
No! Togliere tante volte,  dobbiamo fare i tentativi per togliere per fare a pezzi tante volte. Possiamo chiamarlo diviso!

L’intuizione di MB rende evidente che l’ettogrammo è un decimo del kilogrammo grazie alla visualizzazione dell’abaco che possiede una razionalità concreta che media il passaggio alla teoria.
In classe seconda usare l’abaco per pagare più prezzi, che conduce alla costruzione dell’algoritmo dell’addizione in colonna, chiarisce il cambio: “come fai a fare 2 + 9 + 1  viene 12 ma non può esserci più di una cifra in una colonna” e “il 2 e il 9 e l’1 fa  12: l’1 non va con le monete da un euro perché è una banconota da 10 euro”. I bambini sono  molto sicuri di ciò e quando l’insegnante alla Lim scrive 1 al posto delle monete da 1 euro e 2 al posto delle banconote da 10 euro, c’è una sollevazione. 
La struttura dell’abaco giustifica il moltiplicare o dividere per 10, 100, 1000.
Si ritorna all’abaco per spiegare i risultati delle moltiplicazioni con entrambi i fattori decimali.
Si riprende la “scoperta” delle potenze del 10 fatta alla fine della classe terza che è stata inserita nell’abaco “universale” e la notazione esponenziale esplorata con la CT e i software e si usa tale rappresentazione per giustificare il risultato ottenuto ricordando ciò che in discussione si era detto “si continua a dividere e si ottengono cose ancora più piccole”.
Alla fine si conclude alla Lim, in discussione: 
“Possiamo scrivere il numero  scomponendo, usando le potenze del 10 che sono nel nostro abaco: 5x10-2 x3x10-1 = 15 x 10-3 cioè 15 millesimi, cioè 1 centesimo e 5 millesimi, cioè 0.015”.
Occorre, tuttavia, visualizzare tali risultati, attribuendo ad essi un significato “concreto” e ciò è fatto, collettivamente alla Lim rinviando l’approfondimento individuale alla classe quinta, utilizzando il modello dell’unità del decimetro quadrato di carta millimetrata. 
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Nota: in rosso il riferimento lineare a 0,05 x 03 e a lato la visualizzazione dell’area corrispondente al rettangolo delineato da tali lati corrispondente a 1 centesimo e 5 millesimi.

Riflessioni sul progetto
L’ambito della lettura e scrittura dei numeri, adatto per lavorare sui formalismi in classe prima e collegato strettamente alla misura, si è interfacciato bene con la strutturazione degli algoritmi sull’abaco.
La partecipazione degli alunni alla costruzione degli artefatti è stata totale solo per l’abaco, che deriva dai progetti individuali de  “la macchina per scrivere e leggere gli scontrini” modificati in discussione e che diventa successivamente “abaco delle monete”, “abaco dell’euro e del metro”, “abaco universale”.

Per quanto riguarda il metro, infatti, la struttura, ovviamente già data, è stata solo “esplorata” dai bambini e collegata alla struttura dell’abaco.
Le CT e i software di calcolo del pc sono stati “usati” e ci sono state solo attività di riflessione sul loro funzionamento: il loro visualizzare gli ordini di grandezza ha agevolato  molto i bambini, costituendo una specie di “evidenza”.
Modellizzazione del processo attivato nei bambini.

L’analisi dei dati raccolti mostra che, se non si opera autonomamente nel contesto  gestendo consapevolmente l’esperienza, non ci si distanzia dallo stesso e non si passa dalla semantica alla sintassi. 
Il distanziamento attiva un modo diverso di guardare il contesto che evidenzia le regole.
Analizziamo nei dettagli.
Le monete sono un materiale strutturato della realtà, i bambini che le gestiscono a livello operativo sono forzati, per i pagamenti, a contare per 1, per 2, per 10.  Inizialmente ci si appoggia a attività concrete come usare le dita, battere due volte se si conta con le monete da 2 anziché 1, vedere la moneta da 5 come una mano che insieme all’altra fa 10. Lentamente la conta si stacca dalle monete e si sviluppa autonomamente evidenziando i numeri e le cifre e il sistema di scrittura decimale posizionale.
Lo scontrino (consegnato negli acquisti, riproposto alla lavagna negli allenamenti in classe, portato dai bambini e dall’insegnante per averne a disposizione molti per gli allenamenti) forza la riflessione sulla relazione valore monete/scrittura numero. 

I bambini, analizzando lo scontrino a disposizione durante il pagamento, cercano le monete che corrispondono alla parte in euro e le monete da 10 e da 1 cent per le altre cifre. In questo modo le cifre che compongono il prezzo dello scontrino sono correlate al valore legato alla posizione e le esperienze di pagamento, conta e cambio evidenziano le relazioni fra le cifre.
Così alcuni bambini iniziano a costruire autonomamente la propria teoria su come si scrivono i numeri recuperando quanto sanno già e quanto è stato costruito in altri ambiti, per esempio nel lavoro sul calendario, e si appoggiano allo scontrino per trarre, dal contesto monete, le regole della scrittura decimale posizionale. 
Nel momento in cui si progetta “la macchina per leggere e scrivere gli scontrini” questi alunni anticipano la struttura dell’abaco delle monete distinguendo euro e cent, attribuendo due cifre ai centesimi ma situando correttamente le monete da 10 cent e quelle da 1 cent immaginando la struttura a colonne dell’abaco e usando la virgola per separare interi e “pezzi”.
La maggior parte dei bambini, tuttavia, non guarda ancora alle regole, e ciò si evidenza nella confusione dei progetti, a cui accede solo usando l’abaco delle monete che incorpora le regole nella sua struttura.
Per alcuni bambini è necessario arrivare in classe seconda o all’inizio della terza, perché l’esposizione alle discussioni che segue le consegne che forzano la riflessione li renda partecipi della conoscenza costruita in classe. 
Per chi ha difficoltà di coordinazione è risolutivo il passaggio dall’abaco vero all’abaco fotocopiato. 
Per altri lo è riprendere il lavoro operativo nel contesto misura, avendo a disposizione riferimenti percettivi che attribuiscono nuovo significato alle colonne dell’abaco. Il lavoro sul metro, infatti, fa cogliere a livello percettivo le relazioni fra le misure e l’allargamento del contesto di riferimento aumenta la possibilità di riflessione, distanziamento e passaggio alla teoria attraverso un lavoro consapevole sugli ordini di grandezza consentito dalla struttura dell’abaco.
Analizziamo il caso di DP che sviluppa autonomamente la propria teoria sulla scrittura dei numeri.
In classe prima per leggere i numeri afferma di riferirsi alla conta con le monete da 10. 

In un momento di riflessione scrive che l’euro è “il cento per fare 140” dimostrando di aver già strutturato il valore delle cifre della scrittura decimale posizionale mutuandolo dal contesto reale del lavoro con le monete in cui l’euro sono 100 cent. 
Spiegando come legge uno scontrino si capisce come la conta delle monete da 10 lo porti al cambio con l’euro e a comprendere la necessità delle due cifre che si riferiscono ai centesimi: “Io leggo totale euro, vado avanti diritto e leggo 3 euro, subito dopo vedo due zero perché ne servono due altrimenti non posso fare 10, 20, 30, 40, 50, 60, 70, 80, 90; 100 no perché diventa 1,00”.
Il suo progetto de “la macchina per scrivere e leggere gli scontrini” è coerente con la sua teoria. 
Verbalizzazione che accompagna il disegno: “Metti le monete nell'apertura, entrano nella macchina che prende prima quelle da 1 euro, poi prende quelle da 1 cent. Quelle da 1 euro le mette a sinistra, lascia libero lo spazio da 10 cent e poi mette quelle da 1 cent. In cima c'è lo spazio dove si scrive il prezzo e c'è una linea rossa che serve per separare gli euro dai cent”.
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In DP la razionalità pratica conduce alla teoria: usa il gesto per abbinare le cifre alle monete, capisce che occorrono due cifre per i centesimi perché “il cambio è a 100”, “vede” lo spazio vuoto fra le monete come  qualcosa di concreto che però fa corrispondere allo zero dello scontrino. Usando l’abaco considera subito le relazioni fra gli ordini di grandezza  con cui opera anche per le equivalenze mantenendo riferimenti concreti (vede il litro come qualcosa di intero come  l’euro) e all’abaco (“è così perché 0,5 non è ancora un litro intero e allora inizia da dl e il 5 lo metti nella colonna di dl e 00 lo metti a cl e l’ultimo a ml così viene 500 ml”).
Indicazione di possibili interventi
L’analisi del progetto indica la necessità di iniziare il lavoro a livello operativo nei campi di esperienza “monete” e “misura” già alla scuola dell’infanzia, così come avviene in parte per “calendario”.

Si tratta di proporre tali attività in  contesti di gioco (il “gioco del negozio” per le monete, in cui usare inizialmente solo monete da 1 e da 10 cent, altre attività, da pensare, in cui introdurre “per necessità” la misura) per dare più tempo ai bambini per esplorare il contesto in modo da gestirlo con disinvoltura per condurre la maggior parte dei bambini a distanziarsi autonomamente dal contesto “scoprendo” i numeri, sviluppando la conta in modo significativo in collegamento con la scrittura dei prezzi, approcciando la relazione cifra/numero e il valore delle cifre.
Occorre, inoltre, intervenire precocemente verso i bambini che hanno difficoltà di coordinazione motoria per non compromettere il gestire le monete e l’usare le dita (per la conta ma anche per visualizzare il cambio a 10, e poi a 100, quando si conta con le monete da 10) che è utile per riuscire a gestire autonomamente l’operare nel contesto.
Schematizzazione del processo di passaggio semantica/sintassi evidenziato nel progetto
Gestire autonomamente l’operare nel contesto

Evidenziare elementi: costruire la conta, arrivare al cambio, attenzione alle cifre


Distanziarsi dal contesto

Mediazione scontrino: dal valore delle monete alla notazione decimale posizionale, con attenzione alla relazione fra gli ordini di grandezza
regole scrittura decimale posizionale            mediazione abaco che incorpora le regole (con    successivo allargamento contesto misura in cui vi è ripresa dell’operare)


Nota: alcuni alunni arrivano alle regole già con la mediazione dello scontrino, altri solo nel momento in cui si usa l’abaco, altri ancora quando c’è l’allargamento al contesto misura.
