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INTRODUZIONE

Il tema della proporzionalità non è previsto esplicitamente come traguardo nelle Indicazioni Curricolari della Scuola Primaria: l’introduzione del modello e l’uso di schemi applicativi sono demandati alla scuola secondaria inferiore. Tuttavia le indicazioni ministeriali, dai programmi dell'85 ad oggi, hanno messo l’accento sulla tematica delle relazioni, che comprendono come caso particolare la proporzionalità, “come concetto basilare sia in matematica sia per l’apprendimento degli allievi dai sei ai quattordici anni”
. Ciò ci autorizza, e nel contempo ci invita, a considerare la proporzionalità come una tematica possibile  già nella dalla scuola primaria e, a nostro avviso, fin dalla scuola dell’infanzia. Ma affinché questo avvenga  riteniamo che occorra, e lo evidenzieremo nel nostro percorso, proporla con gradualità e partendo dall’osservazione della realtà. Il nostro schema corporeo, il mondo che ci circonda, i rapporti interpersonali, sono fortemente intessuti di relazioni proporzionali che permettono, quasi inconsciamente, di stabilire cosa “è giusto”
, cosa “è adatto”, cosa “sta bene per…”, da cui la possibilità di affrontare il tema della proporzionalità anche con bambini molto piccoli. 

Abbiamo cominciato ad occuparci di proporzionalità comprendendo che la tematica relativa alle relazioni è centrale nell’apprendimento matematico/scientifico e i numerosi documenti, studi e ricerche  in cui ci siamo imbattute (Boero-Garuti 1995, Pesci 2002, Guidoni 2003), ci hanno confermato l’importanza di questo tema.  

Nel  risolvere un problema che coinvolga la proporzionalità rimandando alla realtà, entra in gioco la capacità di guardare le cose tenendo presenti più aspetti correlati tra di loro da tenere sotto controllo contemporaneamente, un’abilità complessa che va costruita gradualmente ed in tempi lunghi. Come dice meglio Paolo Guidoni, si tratta di un intreccio di strategie cognitive biologicamente e culturalmente fondamentali, e come tali ineludibili a qualunque livello scolastico, secondo cui diventiamo gradualmente capaci di guardare/vedere aspetti di realtà secondo determinati modi di pensare (modi di percepire, agire, parlare, rappresentare,…)…”
  
Volendo approfondire il tema della proporzionalità sul versante didattico, ci è venuto naturale pensare alla costruzione di un percorso di insegnamento-apprendimento articolato in tappe attraverso cui costruire gradualmente il pensiero proporzionale lungo l’arco che va dalla scuola dell'infanzia all'ingresso alla scuola secondaria di primo grado. Un percorso che ci permettesse di analizzare le risposte dei bambini e, nel contempo, di comprendere quale debba essere l'“atteggiamento culturale” dell'insegnante su un tema che non trova, almeno in Italia, estesi riferimenti e approfondimenti nella letteratura didattica (riviste, guide, libri di testo...) per la scuola primaria. Quando poi, nella scuola secondaria di primo grado, vengono presentati i modelli della proporzionalità diretta e poi inversa con il fine di applicarli, potrebbe essere troppo tardi per contestualizzarne il significato e consentire una effettiva comprensione. Questo fatto potrebbe essere una delle cause di un fenomeno ben noto: l'applicazione da parte dei ragazzi del modello della proporzionalità diretta in problemi di "falsa proporzionalità" ; infatti la trattazione di tale modello nelle scuole secondarie di I grado privilegia la sua introduzione come oggetto matematico e la sua successiva applicazione a varie situazioni più o meno stereotipate, a danno della comprensione di cosa vuol dire che due grandezze sono "direttamente proporzionali" (comprensione che potrebbe essere favorita da attività di scoperta e riflessione su grandezze tra loro proporzionali senza la preoccupazione di applicare modelli). 

La progettazione di questo percorso didattico in verticale, la sua sperimentazione, l'analisi  e la lettura critica dello stesso, costituiscono l'oggetto del nostro lavoro.

Nel testo che segue ci riferiremo (salvo indicazione in contrario) alla proporzionalità diretta (come relazione semplicemente indicata con "proporzionalità") e alle proporzioni come particolari casi di una relazione di proporzionalità, quindi come uguaglianze di rapporti tra grandezze.
· ANALISI STORICO – EPISTEMOLOGICA DEL TEMA.

·  L’ aspetto culturale

Nella cultura occidentale classica, dalla pittura alla musica, dal disegno anatomico all’architettura, le proporzioni costituiscono uno degli elementi portanti che guidano la composizione, la produzione artistica e la costruzione e a cui quasi inconsapevolmente ci si riferisce nell'elaborare un giudizio.

Nella storia della cultura, l'interesse per la ricerca di regolarità antropometriche viene ripreso più volte e in epoche differenti: celebre l'uomo di Vitruvio, inscritto in una circonferenza e in un quadrato, la cui testa è un ottavo del corpo. 

Per diversi secoli (fino alla fine del 600, ma ci sono state, in seguito, riprese) l'architettura, come scienza del costruire, si identifica con una “teoria delle proporzioni”. Partendo da una unità di riferimento, le altre misure vengono decise come multipli o sottomultipli della stessa e il corpo umano diventa modello per l'architettura. In riferimento alla costruzione dei templi greci, Vitruvio scrive:

“ non sapendo bene come rispettare le proporzioni adottarono una soluzione che consentisse a un tempo sia di reggere il carico, sia di presentare un effetto gradevole ed elegante. Misurata l’orma di un piede che nell’uomo corrisponde ad un sesto dell’altezza, applicarono questa proporzione alle colonne e stabilirono che la loro altezza, compreso il capitello, fosse sei volte il diametro della base. E così fin dall’inizio nel tempio dorico la colonna rappresentò la proporzione, la solidità e l’eleganza del corpo virile”. (Vitruvio, De Architectura, Libro IV, cap. I, 6).

La particolare attenzione alle proporzioni, in un periodo in cui matematica, filosofia ed arte erano parte di un unico sapere, ha fatto sì, a nostro avviso, che esse abbiano avuto un peso sulla costruzione di principi estetici ed, in parte, filosofici ed etici.

Potrebbe l’interdipendenza tra questi aspetti, artistico/estetico/matematici, aver creato una particolare sensibilità alla percezione di ciò che è “proporzionato”, “giusto”, “adatto” in una determinata situazione, specie laddove c’è possibilità di visualizzazione? 

Oppure, la sensibilità alle proporzioni è qualcosa di innato? 

La nostra ricerca prende spunto da queste domande per indagare il senso della proporzionalità nei bambini da 5 a 11 anni, sulla base della constatazione che essi sono capaci di cogliere, a livello quasi “magico”, le proporzioni insite nel reale.

·  L’ aspetto matematico nell’apprendimento.

La sensibilità alle proporzioni, dal punto di vista cognitivo, esiste nel soggetto umano a livello quasi inconsapevole, molto prima del suo inquadramento matematico (F. Jaquet, 2004)
. In ambito matematico, essa assume una importanza rilevante, per favorire la costruzione e l'applicazione del modello. Operare in  situazioni di proporzionalità rende inoltre necessario il richiamo a concetti  matematici già acquisiti e maturati, e fornisce nel contempo occasioni per costruirne di nuovi in situazioni complesse e mai banali . 

Quanto affermato può essere facilmente mostrato nei punti  seguenti dove consideriamo  alcuni apprendimenti
 che possono essere costruiti e/o consolidati in situazioni in cui si può ragionare secondo una relazione di  proporzionalità . Si tratta di strategie che i bambini mettono in atto quando affrontano situazioni problematiche sulla proporzionalità, così come abbiamo avuto modo di osservare in questi anni di esperienza di insegnamento e di partecipazione al lavoro di ricerca seguito all’interno del gruppo del Dima di Genova
. 

1. Strutturazione del concetto di numero e costruzione di algoritmi per il calcolo.

Nel lavoro sulla proporzionalità intervengono molte conoscenze e abilità matematiche.

1. Processo di conta, ordinamento numerico anche in sequenza (in formalizzazioni elementari)

La conta come successione su cui si costruisce l’addizione e la sottrazione, e come contare per 10, 100, 1000.

2. Doppio/metà come prima struttura di moltiplicazione e divisione.

3. Moltiplicare come continuare ad aggiungere lo stesso numero.

4. Dividere come continuare a togliere la stessa quantità. 

In pratica, nei punti b e c, si tratta di associare sequenze e da esse arrivare agli algoritmi: questo è un esempio del modo in cui procedono i bambini quando costruiscono gli algoritmi di calcolo  senza che vengano imposti dall'esterno.

5. L’ordinamento come modalità per confrontare i numeri.

6. Concatenazione di schemi: suddividere, ripartire in tante parti quante sono le volte esplicitate dal rapporto (rapporto di cui il bambino può non essere ancora consapevole), considerando i due significati della divisione (contenenza e partizione).

7. Divisione in cui c’è il rapporto e conseguentemente la frazione e la percentuale
.

8. Scrittura del numero decimale, della frazione e della percentuale (0.75, 3/4, 75%; 1/4, 25%; 2/3, 40/60, 0.666…, 67%; e simili)).

5. Rappresentazioni grafiche dei rapporti:

1. diagrammi a striscia, a colonne, a settori circolari, variamente graduati, rettangoli di ugual forma, cioè simili.

2. Grafico di una retta nel piano cartesiano passante per l’origine degli assi, che rappresenta il legame tra due grandezze proporzionali I punti che si muovono sulla retta individuano grandezze che sono nello stesso rapporto (proporzionali), mentre se si prendono punti fuori dalla retta il rapporto fra le grandezze che li individuano non è proporzionale. La pendenza della retta rappresenta graficamente la relazione di proporzionalità (coefficiente di proporzionalità).

6. Divisione e rapporto.

Il rapporto che è nelle proporzioni, utilizza i due significati della divisione (contenenza e partizione). 

La formalizzazione del rapporto non è richiesta nella scuola elementare, ma i suoi significati devono essere correttamente impostati, altrimenti  si rischia di arrivare ad una concettualizzazione solo formale della nozione di rapporto nell'ordine scolastico successivo.

Il rapporto è un concetto impiegato per esprimere la relazione che intercorre tra le misure di due grandezze
. Nel caso di grandezze omogenee, esso non è altro che il risultato della divisione tra il numero che esprime la prima misura e il numero che esprime la seconda (a patto che esse siano espresse nella stessa unità di misura) ed è una generalizzazione del concetto di divisione per "contenenza". Il risultato del rapporto è un numero puro. La nostra pratica didattica ci consente di osservare che fra il cogliere quante volte una cosa sta nell'altra e arrivare consapevolmente al rapporto c'è differenza. Infatti, Il rapporto descrive la relazione quantitativamente: le sue variazioni producono degli effetti evidenti nel fenomeno, “È infatti l’invarianza attraverso le variazioni una delle chiavi fondamentali per “capire”: ogni tipo di matematica, a cominciare dalle diverse geometrie, ogni tipo di fisica, a cominciare da equilibri e conservazioni, equazioni di stato e equazioni di trasformazione; ogni tipo di scienza (forse anche ogni tipo di arte o di filosofia (…)” (Guidoni, 2003). 

Nell’analisi di una situazione di proporzionalità inoltre si può capire che si mantiene l’invarianza sia guardando al rapporto interno che al rapporto esterno. Analizziamo ad esempio la seguente situazione: 100 g di sale (A) in 1000 ml di acqua (B); per mantenere la stessa sapidità dovremo avere 200 g (a) di sale in 2000 ml di acqua (b). Per comprendere la situazione problematica possiamo riferirci al rapporto tra sale A e acqua B o tra sale A e sale a . Come si legge in Guidoni, “A:a=B:b. È  la proporzione vista-come “semanticamente omogenea”, “esterna” rispetto ai sistemi a confronto (mette in relazione tra loro elementi che sono “corrispondenti in significato”, ma si trovano all’interno di due sistemi diversi (…). A:B = a:b. è la proporzione vista-come “semanticamente disomogenea”, “interna” rispetto ai sistemi a confronto (mette in relazione coppie di elementi di diverso significato, che sono interne a ciascuno dei due sistemi) (…)” . Una trattazione simile si trova in Vergnaud (1990)

· LA NOSTRA RICERCA

· L'ipotesi della ricerca

La nostra esperienza di lavoro in classe sembra evidenziare, in conseguenza di quanto analizzato nell’aspetto culturale (pagg. 4-5),  che per i bambini le relazioni di proporzionalità visualizzabili e riferite all’antropometria siano più facili da cogliere rispetto a quelle non visualizzabili. Questa considerazione ha trovato conferma nell'analisi di dossier relativi alla proporzionalità, che si riferiscono a situazioni attuate in contesti diversi (ricette, antropometria, riduzione in scala), prodotti dal gruppo di Ricerca del Dima di Genova; in essi si evidenzia la possibilità di trattare la tematica proporzionale sin dalla scuola dell'infanzia, quando ancora non si hanno apprendimenti matematici, proponendo situazioni in cui sia possibile partire dalla percezione visiva delle relazioni. 

Tale  indicazione metodologica, che noi condividiamo, ci è stata confermata dalle ricerche di Paolo Guidoni in cui la proporzione, intesa come “modo di guardare”, prima e più in generale che una struttura numerica è una struttura di dinamica concettuale (un “modo di pensare”), radicata nelle strategie cognitive più generali (a cominciare da quelle percettive) e attiva fino a quelle più astratte e sofisticate (Guidoni, 2003).
A partire da queste considerazioni, gli itinerari didattici che abbiamo elaborato si fondano su quattro ipotesi fondamentali.

La prima è che occorra organizzare in classe contesti di apprendimento che partano dal piano della realtà concreta, e solo successivamente coinvolgano la regolarità numerica in risposta a una necessità di quantificare le relazioni tra le grandezze secondo uno scopo preciso. Ciò affinché i bambini possano esplorare le situazioni avendo un riferimento percettivo, condiviso con i compagni e l’insegnante, capace di coinvolgere tutti e di costituire un riferimento semantico forte e a cui poter ritornare ogni volta che l’esplorazione di una nuova situazione lo richieda.
Fra i contesti riteniamo che quelli che funzionano meglio siano quelli più immediatamente visualizzabili (ad esempio l’antropometria) mentre pensiamo che quelli più astratti o "sfuggenti" dal punto di vista percettivo (ad esempio tempo/spazio percorso) debbano essere proposti alla fine dell'itinerario didattico.

La seconda ipotesi è che per arrivare alla consapevolezza (che va oltre la pura percezione) della situazione proporzionale i bambini debbano padroneggiare  l'invarianza dei rapporti che è necessaria per mantenere le caratteristiche del fenomeno (il blu per colorare il mare, la dolcezza dello sciroppo, la forma dei triangoli d'ombra, il collo di Et in confronto al nostro, come si vedrà nelle nostre unità di lavoro). 

La terza ipotesi è, come già detto, che il pensiero proporzionale, inteso come “modo di guardare e capire alcuni aspetti della realtà”, possa  essere costruito già con bambini piccoli  per continuare, con tempi lunghi e distesi, in tutto il corso della scuola primaria. Ma l’aspetto percettivo, prima di quello numerico, dovrebbe sempre fare da “ingresso” nella costruzione di unità di apprendimento sul tema proporzionale, anche con allievi più grandi. 

La quarta ipotesi prevede la necessità di lavorare con gli stessi bambini su più “contesti significativi” sul tema della proporzionalità. Ciò permette ai bambini di estendere la gamma dei riferimenti per i "sensi" (Vergnaud, 1990) del concetto di proporzionalità realizzando così una costruzione e generalizzazione efficace di esso.

La direzione in cui muoversi è quindi quella dell'attenzione alla scoperta della regolarità da parte dei bambini che, colta e sperimentata in diversi contesti, possa 

essere gradualmente generalizzata  e interiorizzata. 

· Gli obiettivi della ricerca

Il primo obiettivo della nostra ricerca è dunque quello di trovare e sperimentare dei “contesti di senso” che possano essere adatti, stimolanti ed efficaci per introdurre i bambini all’esplorazione di situazioni proporzionali e accompagnarli via via nella costruzione del pensiero proporzionale fino ai primi embrionali tentativi di formalizzazione (da qui l’idea del percorso in verticale che copra l’arco scolare dai 5 agli 11 anni).
L’analisi delle modalità di risposta, dei singoli e della classe,  agli interventi da noi proposti e lo studio dell’evoluzione, sempre dei singoli e della classe, nella costruzione del pensiero proporzionale, costituiscono ulteriori obiettivi della nostra ricerca e, nel contempo, una verifica dell’efficacia nella scelta dei contesti di riferimento.
Infine, per gestire la delicata fase che va dalla percezione alla matematizzazione operando nella realtà, risulta necessario che l’insegnante trovi modalità di mediazione (E. Damiano, 1993; Vygotskji 1966)
 che creino un ponte tra il senso percettivo della proporzionalità  e la proporzionalità aritmetica: è questa un’altra delle sfide affrontate con le unità di lavoro da noi sperimentate in classe.
·  La metodologia didattica

· A livello generale                

A livello metodologico è necessario chiarire la nostra impostazione di base e il nostro quadro teorico di riferimento, che va al di là di questo progetto di ricerca in quanto costituisce il nostro abituale modo di procedere in classe. 
Per noi è centrale il linguaggio, nel senso del linguaggio interno vygotskijano che è sostegno alla strutturazione del ragionamento. E riteniamo indispensabile favorire l’esplicitazione verbale dei processi di pensiero non solo per la sua incidenza sullo sviluppo del linguaggio interno (che viene arricchito di forme espressive "mediate" dall'adulto) ma anche perché attraverso essa, come scrive Vygotskji, l’insegnante può facilitare la transizione dal livello e dalla forma del pensiero "comune", largamente basato su intuizioni e forme espressive rudimentali, al livello e alla forma del "pensiero scientifico", caratterizzato da consapevolezza, sistematicità, volontarietà, tutti attributi che passano attraverso la compiutezza della rappresentazione verbale. E ciò ci sembra determinante perché i bambini possano esplicitare gli elementi in relazione e la loro organizzazione nel ragionamento proporzionale e raggiungerne gradualmente la piena consapevolezza. In tutte le unità di lavoro del percorso didattico che abbiamo sperimentato, ai bambini viene chiesto di elaborare linguisticamente i loro ragionamenti e le loro ipotesi, sia oralmente che per iscritto
. I testi prodotti forniscono all’insegnante materiale per esplorare le loro concezioni, per comprendere i processi mentali di ciascuno e per avere materiale per discutere, confrontare, riprogettare continuamente il lavoro in relazione alla risposta dei singoli e della classe.

Per favorire la produzione linguistica, l’insegnante esegue interventi di mediazione orale e scritta  (prestamano
 e interventi scritti nel testo), propone occasioni  di  confronto di testi e di situazioni
 e usa spesso la discussione.

In tal senso appare particolarmente importante la discussione matematica nel significato dato dal Gruppo di Ricerca dell'Università di Modena di M. Bartolini Bussi
 in quanto consente all’insegnante di gestire  in classe la costruzione sociale del sapere: l’interazione di tutta la classe intorno a un argomento porta ad una crescita linguistico-concettuale condivisa e alla costruzione di concetti. 
La scelta di lavorare all'interno di "contesti di senso" si riferisce (come abbiamo visto) alla definizione di concetto di Vergnaud
e si traduce in quella particolare trasposizione didattica che si realizza nei  campi di esperienza
  teorizzati da Boero. 

· A livello specifico: elementi che caratterizzano l'itinerario oggetto della nostra ricerca

La nostra ricerca si caratterizza per questi aspetti: 
c Riteniamo che non sia necessario aver costruito tutti i requisiti matematici (divisione, frazione, percentuale, …)
 per proporre situazioni di proporzionalità
: Infatti "ragionando in situazione" si possono costruire via via gli apprendimenti in ambito matematico che sono necessari per affrontare i problemi relativi al contesto in cui si opera
. 

d Non puntiamo alla costruzione di formule da applicare, ma riteniamo le formule (quando i bambini hanno ormai iniziato a interiorizzare le relative regolarità)  un modo per rappresentare la relazione esplorata.

e Per quanto riguarda i tempi per la costruzione del ragionamento proporzionale, pensiamo ad anni e non a mesi, ed è per questo che ipotizziamo un percorso che vada dalla scuola dell’infanzia alla fine della scuola primaria.

f Consideriamo i diversi registri di rappresentazione esterna (verbale, iconica, grafica, algebrica)
, come mediatori per far cogliere la relazione e non come occasione di addestramento al passaggio da uno all’altro 

g Sempre per quanto riguarda i registri di rappresentazione esterna, nel caso di quelli più specializzati che richiedono una mediazione ad hoc (grafici, formule) siamo consapevoli che essi devono essere introdotti come rappresentazioni di relazioni già colte a livello percettivo e in via di interiorizzazione, ma anche del loro potere per approfondire la padronanza consapevole di tali relazioni, la loro generalizzazione e la loro gestione intenzionale nella risoluzione dei problemi (in conformità con l'ipotesi di Vygotskij sul potenziale insito nei diversi linguaggi ai fini dello sviluppo della concettualizzazione in senso scientifico e della stessa maturazione intellettuale).

h Partiamo inoltre da una considerazione positiva dell’errore. La presenza, infatti, nelle esperienze  attuate in classe, di “errori”  ricorrenti  mette in evidenza il fatto che si tratti di comportamenti riferibili al  problema  più generale di gestire le relazioni tra le grandezze in gioco e di individuare le relazioni matematiche che meglio corrispondono ad esse.

Ciò diventa più chiaro se si considerano alcuni esempi di  “errori” tipici riscontrati:

· ricorrere alla struttura additiva (e ragionare per differenza), cioè usare il “quanto deve essere più grande” anziché il “quante volte deve essere più grande” (ragionare per rapporto)
;

· fare sempre a metà;

· difficoltà nel cogliere il “quante volte”;

· difficoltà nel gestire schemi (sequenza di calcoli) in cui si opera contemporaneamente su due grandezze (non completare lo schema, non essere consapevoli di ciò che via via si trova).

b. Non riteniamo questi “errori” delle carenze  dei bambini, ma dei passaggi obbligati nella costruzione di strategie che matematizzano la complessità delle relazioni
.

· Il nostro itinerario didattico in verticale.

Il nostro lavoro si articola in cinque unità di lavoro proposte ad alunni di diversa età, dalla scuola dell'infanzia alla classe quinta, sperimentate negli anni scolastici 2007/2008 e 2008/2009. Pensando di poter proporre queste unità allo stesso gruppo di alunni, esse potrebbero costituire un esempio di curricolo in verticale avente come filo conduttore la proporzionalità
. Solo lavorare con lo stesso gruppo di alunni ci autorizzerebbe a poter generalizzare le nostre conclusioni sull’evoluzione del ragionamento proporzionale in verticale. Tuttavia, anche se con riferimento a diversi gruppi di alunni, riteniamo che il nostro percorso possa evidenziare modalità di comportamento caratteristiche nella costruzione del pensiero proporzionale. 

Tali comportamenti non sono strettamente ascrivibili alle classi d’età,  in quanto ci sono delle forti variazioni a livello individuale ed in relazione alla situazione di riferimento
 (come si vedrà nello sviluppo delle singole tesi). Infatti riteniamo non vi sia su questo tema una linea di sviluppo in continuo progresso. In verticale riteniamo però  di poter osservare la costruzione di diversi apprendimenti matematici coinvolti nel ragionamento proporzionale, che ovviamente sono connessi sia alle variabili individuali sia alle abilità matematiche sviluppate nelle classi di riferimento.

Nella tabella che segue abbiamo elencato le nostre unità di Apprendimento e cercato di individuare tali apprendimenti.
	UdA n. 1

Contesto di riferimento: miscugli.
	Scuola dell’infanzia, 

Verso la classe prima

	UdA n. 2

Contesto di riferimento: riduzione in

scala
	Classe seconda e terza

	UdA n. 3

Contesto di riferimento: ricette e ombre
	Classe terza e quarta

	UdA n. 4

Contesto di riferimento: ombre e ricette
	Classe quarta e quinta

	UdA n. 5

Contesto di riferimento: antropometrico
	Classe quinta




d Criteri di analisi didattica generali (lo sviluppo avverrà nelle singole tesi) 

Nell’analizzare i protocolli dei bambini, al fine di evidenziare come evolve  la costruzione del ragionamento proporzionale nella classe ed il livello di esplicitazione della relazione,  terremo conto di macro-indicatori che rivelano lo stadio raggiunto dai bambini nel processo di concettualizzazione verso la costruzione del pensiero proporzionale 

a. la percezione della relazione (degli elementi in gioco e della loro reciproca dipendenza)

b. l'esplicitazione della relazione 

c. la consapevolezza della relazione

d. la padronanza degli aspetti del rapporto nei vari contesti.

Per individuare a quale stadio sono i bambini, occorre analizzare gli elaborati e le discussioni considerando diversi criteri di analisi
:

Criteri di linguistici per identificare i diversi stadi raggiunti analisi linguistica:

· presenza di parole chiave (unità linguistiche) relative ai diversi stadi (parole che rinviano alla percezione-di più , di meno- parole deittiche questo quello gesto del dito che indica nel primo,  parole che rinviano alla quantità rispetto a un’altra di più di ,sta dentro a, parole-numero nel secondo etc;

· presenza di parole-legame (in particolare i connettivi logici) ;

· modalità di organizzazione del discorso (Piaget ????, Toulmin 1975) (descrittivo, espositivo, argomentativo…. )

Criteri di analisi matematica idem come sopra

· operare un confronto percettivo senza  quantificare

· operare un confronto percettivo quantificando (conta, ordinamento, sequenza) 

· contare aggiungendo 

· contare togliendo

· utilizzare tanto/quanto; metà/doppio

· aggiungere tante volte

· struttura moltiplicativa

· trovare quante volte: contenenza

· arrivare a ripartire secondo le volte trovate

·  organizzare schemi complessi: articolazione contenenza/partizione

· arrivare al significato della divisione come contenenza e partizione insieme nel   rapportare

· rappresentare il rapporto come frazione, con numero decimale, con la frazione e la percentuale.

Criteri di  analisi delle rappresentazioni grafiche:

· Modalità di rappresentare la relazione (descrittiva e/o simbolica)

· Funzionalità del disegno rispetto all’evidenziare la relazione (presenza di segni che mettono in relazione gli elementi)

· Consapevolezza della “ricaduta” del disegno nell’individuare ed esplicitare la relazione.

Criteri di analisi dei gesti e dell’organizzazione dello spazio 

(nella discussione o nell’interazione individuale)

· Indicare elementi posti o da porre in  relazione

· Riprodurre la relazione con gesti ripetuti

Questi criteri sono da considerarsi strumenti di analisi che non devono essere intesi  in nessun modo come stadi in ordine sequenziale e potranno dare indicazioni sulla validità delle nostre ipotesi soprattutto in riferimento al gruppo classe.

Inoltre in ogni singolo progetto, in relazione al contesto di riferimento, si utilizzeranno e approfondiranno ulteriormente i criteri di analisi precisati.

Cercheremo di analizzare anche l’intervento mediatore dell’insegnante (che dice/usa o decide di non dire/usare parole, per es. usare o no i numeri o certe parole ….), le consegne date ai bambini e il contesto educativo in cui esse vengono svolte (condizionamenti del contesto).

IL MIO PROGETTO

La “fase finale” del percorso:

dall’avvio percettivo alla matematizzazione

Giuseppina Caviglia
1. Inquadramento del tema

a. Avvio percettivo e matematizzazione 

Ho realizzato il progetto in una classe quarta con l'esigenza di affrontare, in modo alternativo alla didattica tradizionale, il tema della proporzionalità.

Dal punto di vista didattico ciò mi ha offerto la possibilità di consolidare e costruire significati e strumenti in ambito matematico (il significato di divisione, di rapporto, la consapevolezza dell'invarianza del rapporto necessaria per non far cambiare le caratteristiche del fenomeno).

Nel mio progetto, avviato alla fine della classe quarta, si intende introdurre la proporzionalità con un avvio percettivo
 procedendo poi alla matematizzazione 
, cioè alla ricerca della regolarità nei dati numerici, senza, però, introdurre il modello matematico. 

La relazione di proporzionalità è introdotta utilizzando varie modalità che riguardano l'aspetto percettivo:

· si rende visibile la relazione attraverso la rappresentazione grafica (i disegni, le fotografie, la costruzione geometrica con  considerazione della similitudine, l'uso della retta di proporzionalità). 

· si opera concretamente nella relazione: evidenziandola con i gesti mentre se ne discute, sperimentando nel fenomeno gli effetti della variazione quantitativa del rapporto.

· si utilizza l'evidente irregolarità di situazioni sproporzionate per mettere in rilievo la relazione ed esplicitarla verbalmente in funzione del raggiungimento della consapevolezza della regolarità.

b. Necessità di tempi distesi per l'attuazione e di più contesti

Il progetto è stato svolto in tempi distesi
, dalla fine della classe quarta al secondo quadrimestre della classe quinta.

Si è costruita l'attenzione alle regolarità in un contesto facilmente visualizzabile (prima fase maggio 2008: 19 ore), riprendendola in un altro in cui il riferimento alla percezione è più difficile (seconda fase settembre/ottobre 2008: 6 ore), fino a proporla in contesto astratto (terza fase febbraio/marzo 2009: 5/6 ore circa). Totale percorso: circa 30 ore. 
Nelle tre fasi si propongono più contesti anche per allargare la base semantica a cui riferirsi nella “scoperta” delle regolarità (seguendo quanto già spiegato nella Premessa).

2. Ipotesi di ricerca

L’ipotesi di ricerca è che:

a. avviando una costruzione consapevole del ragionamento proporzionale in contesti facilmente percepibili (ciò ha riscontro nella Fase 1)

b. consentendo di cogliere la regolarità della relazione in più contesti, (ciò si realizza con il proporre più situazioni)

c. sperimentando gli effetti del variare della relazione nel fenomeno (ciò si realizza trovando, all'interno di ogni fase, il modo di consentire ai bambini di “giocare” con gli effetti del variare del rapporto nel fenomeno)

d. utilizzando situazioni fortemente sproporzionate per esplicitare verbalmente la relazione (in ogni fase è prevista una consegna che riguarda una situazione in cui l'attenzione alla regolarità è favorita dalla “sproporzione”)

si costruisca l'attenzione alla “scoperta” delle regolarità per avviare alla proporzionalità
.

L'ipotesi è verificata analizzando:

· se la relazione si evidenzia in contesti più astratti, (ciò avviene nella Fase 3 che è fase di verifica)

· se le relazioni si padroneggiano 

· gestendo situazioni problematiche di falsa proporzionalità

· cogliendo l’invarianza dei rapporti in situazioni al di fuori del progetto.

3. Progettazione 

a. Descrizione della classe in cui è stato attuato il progetto

Il progetto è stato attuato in una classe IV (anno scolastico 2007/2008: prima fase) di 20 alunni con tre alunni con attestazione di handicap e tre alunni stranieri. 

La stessa classe diventa classe V (anno scolastico 2008/2009: seconda fase e fase di verifica), di 21 alunni (un'alunna si è trasferita, ma sono stati inseriti due alunni nuovi, uno, ad anno scolastico avviato, affidato ad un istituto). La zona in cui è inserita la scuola è una zona popolare della periferia di Genova (Direzione Didattica di Pra') che ha perso la propria identità culturale per lo stravolgimento del territorio, l'abbandono degli antichi mestieri, la rilevante immigrazione.

b. Contratto didattico

L'insegnante segue la classe dalla prima e si è occupata dell'ambito matematico/scientifico. 

I bambini sono abituati ad affrontare individualmente situazioni problematiche, verbalizzando il proprio ragionamento, interagendo per iscritto con l'insegnante, che scrive sui quaderni passando fra gli alunni mentre lavorano, confrontando
 i propri elaborati individualment e in discussione collettiva. 

c. Background

Cenni sulle conoscenze matematiche acquisite e sui punti in cui si individuano carenze su cui intervenire nello svolgimento del progetto:

· nella classe si è lavorato per costruire il significato della divisione e dell'algoritmo, che è stato introdotto nella forma della divisione alla canadese, ma deve essere ancora approfondito. Inoltre deve essere avviata la costruzione del significato di rapporto: i bambini hanno (a livelli diversi) il significato della contenenza, cioè sono in grado, per esempio, di capire che la quantità di zucchero (500 g) sta 2 volte nella quantità di acqua (1000 ml), ma non hanno consapevolezza del rapporto fra zucchero e acqua (1/2 come espressione della relazione zucchero/acqua)
.

· Nel campo di esperienza “ombre” 
: si è costruita la  relazione sole/ombra, l’ombra come spazio d’ombra (spazio occupato dall’ombra), il parallelismo dei raggi del sole, il concetto di angolo come rotazione (necessario per considerare la variazione dell'inclinazione del raggio del sole che fa cambiare il rapporto oggetto/ombra e la forma dei triangoli d’ombra). Il rapporto oggetto/ombra non è ancora stato introdotto, perciò occorre presentare il modello del triangolo d’ombra, che spiega le variazioni di lunghezza delle ombre nella giornata, per considerare il rapporto fra i cateti dei triangoli d'ombra (ciò avviene in Prima Fase: attività 2).

· I bambini hanno i requisiti per valutare il variare del rapporto acqua/zucchero di una soluzione correlandolo ai cambiamenti che avvengono in tale soluzione in quanto hanno svolto una attività di educazione scientifica sull'acquisizione del concetto di sostanza solida solubile in acqua (progetto svolto all'interno del Master con il prof. Borsese, G.Caviglia, L. Zunino, 2008).

· Nel contesto della probabilità: i bambini lavorano dalla classe prima. Essi hanno chiarito i termini: possibile, impossibile, probabile, improbabile ed hanno esplorato diverse situazioni di gioco iniziando a valutare la probabilità di alcuni eventi. Non è stato formalizzato il riferimento al rapporto fra casi favorevole e casi possibili.

Un particolare riferimento alla tematica proporzionale svolta nella classe prima del progetto oggetto della tesi, merita di essere fatto.

Prima dello svolgimento del progetto, infatti, è già stata proposta la riflessione alla proporzionalità, in particolare all'inizio della classe quarta, nei seguenti contesti:

- Contesto immagini: manipolazione di fotografie (al pc) con attenzione a deformazione e mantenimento della forma (uso dei termini “troppo piccolo” ,“troppo grande”, confronto tramite differenza , esplicitazione della relazione solo in discussione collettiva, uso delle parole “rimpicciolita”, “ingrandita”, “deformata”).

- Contesto ricette: riproduzione di ricette e modifica della quantità degli ingredienti della ricetta al variare delle persone. I bambini hanno chiaro che a più persone corrisponde maggiore quantità di ingredienti, ma sono fermi alla struttura additiva. Solo in discussione emerge la contenenza ma si continua ad utilizzare la differenza per diminuire le quantità. 

- Contesto costi-quantità: trovare il costo di quantità diverse rispetto al costo di quella data.. Pochi bambini gestiscono la contenenza e la partizione o operano in parallelo su peso e costo. E’ stata introdotta. in discussione da una bambina,  la parola “proporzione” il cui significato condiviso dalla classe è “far andare d’accordo” i due elementi della relazione. Non è chiaro alla classe il significato di rapporto né l'invarianza dei rapporti.

d. Obiettivi: 

i. Obiettivi della ricerca: 

L'obiettivo principale della ricerca è monitorare l'evoluzione del ragionamento proporzionale sia della classe sia dei singoli bambini, dopo aver stabilito il livello di ingresso.

Obiettivi secondari correlati: 

A. evidenziare, in relazione al cogliere le relazioni di proporzionalità, il ruolo dei contesti, della tipologia di rapporto, dei dati numerici 

B capire la funzionalità della proposta di situazioni sproporzionate e dell’uso della rappresentazione grafica per evidenziare la regolarità

C.: analizzare la funzione del ruolo di mediazione dell'insegnante, del gruppo e della classe.

ii. Obiettivi didattici

A. Costruire la consapevolezza dell'esistenza delle regolarità, in riferimento al fenomeno, in modo da saperle gestire per risolvere situazioni problematiche con dati numerici.

B. costruire il significato della divisione di contenenza come misura della relazione.

C. padroneggiare l’uso di contenenza e partizione per operare mantenendo la regolarità.

e. Il Progetto: descrizione sintetica

Il progetto è suddiviso in fasi. Ogni fase prevede tre momenti (non necessariamente in successione): sperimentare il rapporto, affrontare una situazione “sproporzionata”, ricercare la regolarità. In tutte le fasi è previsto un momento di verifica.

La Prima fase (contesto antropometrico) prevede la costruzione dell’attenzione alla regolarità dall’avvio percettivo. Tale fase è costituita da quattro attività molto articolate che hanno richiesto un tempo di svolgimento consistente. La Seconda e la Terza fase (contesto produzioni, solubilità di sostanze in acqua, e contesto probabilità
) sono, rispettivamente, di ripresa di quanto costruito nella prima fase e di verifica in contesto più astratto ed occupano meno tempo. Esse sono costituite da attività singole articolate in alcune consegne

	Prima fase
	Seconda fase
	Terza fase

	contesto antropometrico/ombre
	contesto produzioni: solubilità
	contesto probabilità 

	Attività 1: situazione sproporzionata in contesto antropometrico
	Prima consegna: sperimentazione del variare del rapporto acqua/zucchero
	Prima consegna: giudizio sull'equità fra puntata e vincita

	Attività 2: sperimentazione del variare del rapporto fra oggetto e ombra
	Seconda consegna: ricerca della regolarità  nell'adattare la ricetta per la classe
	Seconda consegna: sperimentazione nel gioco dei diversi rapporti puntata/vincita stabiliti per i diversi modi di giocare

	Attività 3: ricerca della regolarità nella forma e nei dati numerici (in relazione ai triangoli d'ombra Nota)
	Terza consegna: giudizio su una situazione fortemente sproporzionata
	Terza consegna: proposta di situazione fortemente sproporzionata del rapporto puntata/vincita

	Attività 4: verifica  in situazione problematica e nel giudizio sull’aneddoto di Talete
	Verifica  in situazione problematica 
	Verifica:  argomentazione sulla necessità dell’invarianza del rapporto.


Al termine delle tre fasi si propone una verifica finale relativa a due situazioni di falsa proporzionalità.

È stata inserita una parte conclusiva in cui si ritorna all'aneddoto di Talete
 allo scopo di analizzare “la formula” rappresentare la situazione
. 

f. Metodologia

Il progetto è inserito nelle unità di apprendimento progettate in classe e gli argomenti sono noti ai bambini. La metodologia non si discosta da quella normalmente seguita dall'insegnante (vedi punto successivo: Struttura delle attività)

Nel progetto non si intende arrivare alla generalizzazione poiché l'obiettivo non è l'introduzione del modello proporzionale ma solo l'avvio al concetto di proporzionalità. 

Il lavoro con dati numerici risponde sempre a problemi effettivi (per esempio, si “deve” trovare l'ombra delle 11 e si “deve” adattare la ricetta per le pesche sciroppate per la classe) e ciò dà modo sia di studiare le interferenze portate dai dati numerici nella gestione della proporzionalità, sia di analizzare come si passa, in modo consapevole e ragionato, dalla percezione  alla matematizzazione del concetto di proporzionalità
 mantenendo il contatto con il fenomeno.

i. Struttura delle attività

Normalmente l'attività inizia con una consegna individuale, segue un confronto fra gli elaborati, una discussione,e un momento finale di verifica individuale di quanto costruito collettivamente nella discussione.

I momenti di discussione hanno diverse funzioni: introducono la tematica, danno modo di confrontare ragionamenti, opinioni, strategie, portano alla costruzione collettiva e condivisa di conoscenze ed arrivano a precisare “regole” costruite dalla classe.

Il lavoro di gruppo è usato per preparare le discussioni e nelle attività laboratoriali. L'interazione fra insegnante e alunno, quando è necessaria una mediazione, avviene tramite, interventi scritti: l’insegnate scrive sul quaderno degli alunni osservazioni o domande laddove riscontra un problema o un aspetto da approfondire. Tale traccia scritta diventa una guida per il bambino e consente all'insegnante di interagire con più bambini, anche se in modo meno diretto rispetto all'interazione verbale.

4. Analisi

L'analisi delle attività sarà effettuata contestualmente alla presentazione delle stesse.

a. Cosa si è deciso di osservare

Per individuare i livelli raggiunti dai bambini nella costruzione del pensiero proporzionale ci si è riferiti a:

· la percezione della relazione: oggetto/ombra per la prima fase, acqua/zucchero per la seconda, casi favorevoli e casi possibili da una parte, puntata e vincita dall'altra nella terza fase

· l'esplicitazione della relazione: qualitativa e/o quantitativa

· la consapevolezza della relazione: l’esplicitazione verbale, il controllo nella risoluzione delle situazione problematiche, l’argomentazione. 

b. Come si è deciso di osservare

· analisi linguistica: presenza di parole chiave relative alla relazione, descrizione della relazione, argomentazione sulla relazione,
· analisi delle rappresentazioni grafiche: esplicitazione delle“volte” (consapevolezza della contenenza),
· analisi della gestualità (gesti che evidenziano la contenenza nelle discussioni) 

· analisi matematica (usare l’ordinamento per regolarsi nel rispettare la regolarità, riferirsi a metà e/o doppio, considerazione dell’articolazione di contenenza e partizione nella risoluzione delle situazioni problematiche, comprensione del rapporto e della necessità dell'invarianza del  rapporto).

5. Dalla progettazione alla realizzazione del progetto

Nota: gli interventi scritti dell'insegnante sui quaderni in calce ai lavori dei bambini sono in corsivo. Nelle discussioni viene riportato un intero stralcio (interventi o controinterventi) o singoli interventi numerati. 

Fase 1

Attività 1: La statua del dio dell’ombra della sera (situazione “sproporzionata”)

	Attività
	Obiettivi
	Analisi a priori

	Si presenta la scheda (riportata di seguito) e si riportano i bambini alle esperienze svolte in precedenza in ombre.

Si chiede di spiegare perché le dimensioni della testa della statua non vanno bene e come ragionano per trovare la testa “adatta” e disegnarla.

In discussione l'insegnante media per far cogliere l’esistenza del rapporto fra testa e corpo.

Verifica individuale: 

richiesta di giudizio su 

rappresentazione  grafica in situazione fortemente sproporzionata.

Tempo previsto: 3 ore
	 Obiettivo consegna:

verificare i livelli di ingresso degli alunni nel cogliere le relazioni (relazione fra la testa ed il corpo o fra la 

testa e gli altri segmenti del corpo). 

Obiettivo della discussione: avviare la costruzione della consapevolezza della relazione (regolarità ed irregolarità).

Obiettivo della verifica: rilevare come la discussione abbia

modificato il livello di ingresso nel ragionamento proporzionale.
	I bambini si riferiranno sia al rapporto oggetto/ombra sia a quello fra testa e corpo ma spontaneamente ricorderanno anche le osservazioni fatte in passato lavorando sulle ombre. Coglieranno percettivamente che la testa non è adatta e la spiegazione della sproporzione servirà per forzare l'esplicitazione della regolarità.

In discussione sarà necessario introdurre la rappresentazione grafica per evidenziare percettivamente la relazione testa/corpo arrivando alla contenenza ed alle “volte” che la testa sta nel corpo come modo di dare una misura alla relazione.


Analisi a posteriori ed eventuali variazioni in itinere

Scheda utilizzata per la consegna d'avvio:

	Di fianco è riportata la foto di un’antichissima statuetta di bronzo, di oltre 2500 anni fa.

La statuetta raffigura il DIO DELL'OMBRA DELLA SERA, venerato dalle popolazioni che 2500-3000 anni fa abitavano l'Italia Centrale.

· La statuetta ricorda davvero le ombre della sera: spiega perché.

· La testa della statua ti sembra adatta al corpo? Spiega perché.

· Nella statuetta la testa non è allungata come il resto del corpo: prova a disegnare come dovrebbe essere la testa se fosse allungata come le altre parti del corpo, mentre lo fai spiega il tuo ragionamento.

Nota: solo le consegne 1 e 2 sono nello stesso foglio in cui viene presentata la statuetta, la terza consegna viene data successivamente.
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· Consegna individuale di avvio si nota che tutti i bambini riescono a cogliere gli elementi presenti nella relazione (lunghezza della testa, lunghezza del corpo) e a metterli in relazione con modalità diverse (Allegato 1):

· Qualitativamente

DC vuole semplicemente fare  la testa “più lunga”, ma, grazie all’ aver disegnato la testa “giusta” sulla fotocopia e dopo l'intervento dell'insegnante, esplicita la relazione testa/corpo: 

Insegnante: Perché? (si riferisce al fatto che DC ha scritto di voler fare la testa più lunta)

Almeno è più proporzionata 

Insegnante: Rispetto a che?

Rispetto al resto del corpo.

“(sottinteso: ora la testa) è stata allungata come il resto del corpo dell’ombra della sera”..

· Quantitativamente con riferimenti quantitativi indeterminati. 

Ale. Al. confronta corpo/testa e testa/corpo e scrive: 

“... il corpo, in confronto alla testa è molto più grande e la testa è troppo piccola per avere un corpo di quella dimensione, la statuetta potrebbe essere “deformata”
..

· Quantitativamente con riferimenti alle contenenza

Prima modalità: senza esplicitare la regolarità che non deve variare.

Gaia : “per fare la testa in proporzione al corpo la testa (sottinteso penso che la testa) può stare nel corpo un tot di volte”.

Gaia immagina questo un tot di “volte” perché non sa a quale regolarità riferirsi.

Seconda modalità: riferendosi alla regolarità del proprio corpo.

Ale. Ad. 

“...La mia faccia sta 7,5 v. nel mio corpo quindi, se la statua è alta 22, 5 cm = 22 cm (arrotondato) e se la sua testa è di 1 cm, deve essere abbastanza lunga in modo da stare 7,5 v. nel suo corpo 3 x 7,5 = 22,5; quasi, perciò la testa deve essere lunga 3 cm.”

Lei mette corpo e testa in relazione e, in riferimento a se stessa, è consapevole dell'invarianza per trovare la misura della testa.

· Discussione (Allegato 2)

La testa inizialmente viene analizzata considerando più dimensioni (lunghezza e larghezza) con un lessico impreciso. In seguito si considera la lunghezza e si mette in relazione testa e corpo. 

	2
	Manuel
	io ho pensato di fare la testa un po’ più larga perché mi sembra più stretta e pensavo di farla più grossa e anche più alta

	3
	Ins
	Manuel pensa di farla più grande, qualcuno ha pensato come lui?

	4
	Debora
	pure un po’ io perché anche io ci ho pensato di farla come Manuel

	5
	Ins
	però dillo con le tue parole

	6
	Debora
	anche la lunghezza, ho pensato di farla più lunga

	7
	Ins
	allora Manuel ha parlato di larghezza e grandezza, Debora parla di lunghezza, ha pensato di fare un allungamento

	8
	Mattia
	io invece avevo scritto che la testa non andava bene per quel corpo e dovevamo farla un po’ più larga e più lunga perché non si adattava non si adattava a quel corpo


Mattia coglie la necessità di far corrispondere testa e corpo in modo “giusto” ed inizialmente tenta di ridurre il corpo, non riuscendoci ripiega sull’aggiungere qualcosa alla testa. 

Nella discussione si giudica tale strategia come imprecisa: allungare di qualche centimetro non funziona.

10, Mattia:

“avevo preso le misure del corpo e le volevo ridurre ma non ce l’ho fatta ...un centimetro dal corpo … metterlo insieme alla forma della testa e fare …per allungarla un po’”

12, Manuel: “non siamo sicuri che vada bene un centimetro perché potrebbe andare bene ma non è sicuro”

A questo punto DA si sente autorizzato a spiegare la sua modalità.

19, DA: “ho pensato che forse quell’ombra era il doppio del corpo e allora anche la testa doveva essere il doppio”

20, ins.: “DA ha pensato che il corpo è stato allungato il doppio, allora dobbiamo essere più precisi anche per trovare la testa”

21, Ale. Ad.,: “(sottinteso: dobbiamo vedere) di quante volte è stato allungato”.

Attraverso la considerazione del doppio si esplicita l'invarianza del rapporto ed il riferimento alle “volte”. Così da “quanto è stato allungato” si passa a “quante volte è stato allungato” e ci si riferisce al proprio corpo per avere un'indicazione su quante volte una testa sta in un corpo.

24, Giulia: “...io pensavo di vedere quante volte una testa umana sta nel corpo...”

Alla fine della discussione si esplicitano due strategie.

Una è riferibile al rapporto esterno (trovare quante volte l’ombra di un corpo è più lunga dello stesso per allungare allo stesso modo la testa) l'altra al rapporto interno (confronto la mia testa con il mio corpo ed utilizzo questa relazione per trovare la misura della testa proporzionata dell’ombra a quella dell’ombra del corpo).

Si evidenzia come l'unica strategia praticabile sia la seconda in quanto non si conosce la misura del “corpo” che “si è allungato” nell'ombra della sera.

Pertanto ci si misura a coppie e si trova quante volte in media la nostra testa sta nel corpo
.. Risultato di questa fase di misurazione è che la testa in media sta circa 7 volte in un corpo e ciò risulta quasi confermato dalla lettura dell'uomo vitruviano di Leonardo da cui risulta che la testa sta 8 volte nel corpo.

· Consegna individuale di verifica su situazione sproporzionata (Allegato 3)

I bambini si ricordano un personaggio di un fumetto “tutto testa” e l'insegnante coglie l'occasione per costruire la consegna individuale. La situazione risulta tuttavia molto artificiale e meno motivante rispetto alla situazione sproporzionata della testa della statua.

Consegna: La maestra ha trovato il disegno di “Palla” (personaggio di un fumetto letto dai bambini) e di un altro personaggio: Giudichi le teste dell’omino A e dell’omino B adatte al proprio corpo? Perché? Spiega bene il tuo ragionamento collegandolo a quanto abbiamo scoperto.

                                      A                             B






Solo 6 bambini su 20 sono autonomi nel riferire il rapporto individuato fra testa e corpo al rapporto medio ottenuto dalle misurazioni o dall'uomo vitruviano.

DC :motiva l'inadeguatezza scrivendo che: “è impossibile che ci sta (la testa) una volta sola nel corpo invece per noi al minimo è 6 volte”.

Francesca:  

“sono troppo grandi e ci stanno solo poche volte nel corpo (1 o 2), in realtà ci dovrebbero stare, in media, 7 volte e quindi, le teste, dovrebbero essere molto più piccole”.

Gli altri bambini si limitano a dire che sono figure impossibili perché la testa è come il corpo o sta solo due volte nel corpo, ma non danno una giustificazione riferendosi al rapporto trovato in se stessi o nell'uomo vitruviano.

Bilancio dell'attività rispetto agli obiettivi dichiarati

La situazione della testa sproporzionata dell'ombra della sera ha messo subito in evidenza, come previsto, la relazione fra corpo e la testa. La relazione è rappresentata verbalmente considerando l'aspetto qualitativo; comparando (“più lunga di”), diversificando negativamente (“non normale”, “non adatta al corpo”), rendendo qualitativamente l'adeguatezza (“giusta”, “normale”). In alcuni casi sono presenti riferimenti quantitativi indeterminati: (“allungare un po'”). L'invarianza del rapporto è implicita nel confronto (“allungare come”, “anche la testa deve essere”). Dal punto di vista degli apprendimenti matematici l'attività ha approfondito, in discussione, il significato della divisione di contenenza. Nella discussione i bambini si sono riferiti alla relazione anche con i gesti: hanno mimato il gesto di riportare la testa nel corpo per impadronirsi della struttura moltiplicativa e della contenenza. Nella discussione la rappresentazione grafica l’evidenziare le “volte” che la testa sta nel corpo (la rappresentazione grafica della contenenza) è introdotto, come previsto, dall'insegnante. I tempi sono stati mantenuti.

Attività 2: La nostra ombra (sperimentazione delle variazioni del rapporto)

	Attività
	Obiettivi
	Analisi a priori

	Si scende in piazzale in vari momenti della giornata per osservare le ombre e come esse variano, scattare fotografie, eseguire schizzi.

Seguono osservazioni scritte.

Successivamente è assegnata la seguente consegna individuale scritta:

“In piazzale abbiamo osservato i cambiamenti delle nostre ombre nella giornata: spiega perché avvengono questi cambiamenti. Dimostra
 la validità di ciò che pensi ai tuoi compagni”.

Discussione collettiva per confrontare le ipotesi.

Segue lavoro operativo di gruppo sui triangoli d'ombra.

E discussione collettiva in cui porre  attenzione alla forma.

Tempo previsto: 5 ore.
	Obiettivi dell’attività operativa: Far emergere se si mantiene la relazione testa/corpo al variare della relazione oggetto/ombra: sperimentare la variazione del rapporto testa/corpo nell'ombra.

Gli schizzi hanno lo scopo di far emergere la rappresentazione grafica.

Obiettivo della consegna individuale: Interpretare le variazioni.

Obiettivo della discussione. Introdurre il modello del triangolo d'ombra.

Usare il triangolo d'ombra per visualizzare la variazione del rapporto oggetto/ombra come variazione della  forma dei triangoli rettangoli.

Riflettere sul significato della parola “forma” e sulla similitudine come mantenimento della forma.
	I bambini cercheranno di considerare dapprima la situazione nella quale oggetto e ombra sono uguali,questo  per vedere se si mantiene il rapporto testa/corpo. 

L’insegnante userà tale  momento per far cogliere la diversità fra rapporto e differenza (“il corpo sta una volta nell'ombra” è diverso da “il corpo è un centimetro più lungo dell'ombra”).

Solo in discussione si riuscirà a passare dagli schizzi  al modello del triangolo d'ombra.

Il significato della parola forma è importante in quanto verrà utilizzato nel confronto dei triangoli d'ombra per individuare la similitudine.


Analisi a posteriori ed eventuali variazioni in itinere 

Prima i bambini hanno individuato la regolarità nel proprio corpo (sostenuta anche dal testo di Leonardo), ora, per sperimentare la variazione del rapporto testa/corpo si propone di osservare se la regolarità individuata nell’attività precedente si mantiene anche nelle ombre. 
· Consegna individuale

“Secondo te, anche per le ombre la testa starà nel corpo circa 7/8 volte come succede per noi e per l'uomo vitruviano”?. 

Dai testi individuali dei bambini emergono due opinioni differenti: 

· sì ma solo se l'ombra è lunga come noi; 

· sì anche nelle ombre lunghe  perché si allunga anche la testa. 

· Attività all’aperto: Osservazioni, schizzi, fotografie (Allegato 4)

L'insegnante dà spazio alle osservazioni delle ombre nelle varie ore della giornata perché prevede che, essendo maggio, ci saranno momenti in cui le ombre saranno più corte del corpo e ciò modificherà il rapporto. Si scende molte volte nel piazzale: si scattano fotografie, i bambini osservano e schizzano il corpo e l’ombra di un compagno.

Le principali osservazioni (Allegato 5) fatte dai bambini sono state sul variare della forma dell'ombra quando diventa più corta dei bambini stessi e sulla sua sproporzione: nella discussione si esplicitano tutte le osservazioni individuali.

· Discussione (Allegato 6)

La discussione evidenzia subito la sproporzione fra testa e corpo nelle ombre corte di maggio. In esse la testa sembra mantenere la dimensione che ha nel corpo, mentre il corpo si accorcia vistosamente.

Osserviamo come le parole utilizzate dai bambini descrivono l'inadeguatezza della relazione testa/corpo: le ombre sono definite come “basse”, “robuste”, “sproporzionate”, “larghe”, “come quelle di un nano”, nell'ombra la testa è “schiacciata”, “tozza”.

13, Matteo: 

“... qui si vede che la testa non è proprio adatta al corpo perché si vede a occhio che la testa è più schiacciata...”

Ci si rende conto che le volte in cui la testa sta nel corpo cambiano rispetto alla regola scoperta per il corpo umano. Si osserva anche un recupero di conoscenza derivante dall’attività svolta sulla proporzione delle immagini fotografiche (vedi background) :

22, Gaia: “..quando le ombre sono più corte magari la testa ci sta meno volte mentre quando le ombre sono più lunghe di noi magari ci può stare più volte ...”

32, Ale. Ad.: “mi viene in mente che è come quello che avevamo visto nelle foto quando le deformavamo che quando erano basse erano più larghe, quando erano alte erano strette” 

LR spiega la deformità del fenomeno:

42, LR : “...visto che a quell’ora è come noi dico che il sole l’ha preso meglio il corpo e la sua testa come noi, invece quella di oggi dico che il sole ci ha preso male ha preso più la testa e il corpo è diventato tozzo...”

I bambini cercano il momento in cui l'ombra è lunga come il loro corpo certi che si mantenga la relazione, ma l'insegnante non riesce a usare il rapporto oggetto/ombra = 1 per evidenziare la diversità fra rapporto e differenza. L’insegnante, infatti, non riesce a formulare la consegna adatta (senza riferimento a dati numerici) in un momento in cui il lavoro è ancora basato sulla visualizzazione e sulla rappresentazione qualitativa del rapporto.

· Consegna individuale in cui si richiede di interpretare il fenomeno.

“In piazzale abbiamo osservato i cambiamenti delle nostre ombre nella giornata: spiega perché avvengono questi cambiamenti. Dimostra la validità di ciò che pensi ai tuoi compagni”.

Si tratta di una consegna necessaria per far emergere il modello del triangolo d’ombra, ma l’insegnante ritiene interessante notare se, nello spiegare il fenomeno, i bambini si riferiscono a quanto notato sul mantenimento della proporzione testa/corpo. Ciò dimostra, infatti, che l’attenzione alla regolarità avviene spontaneamente, anche senza essere richiesta.

Alcuni bambini (più di metà classe: 12 su 20) esplicitano la relazione fra la posizione del sole e la lunghezza dell’ombra.

Aurora

“... quando il sole più alto, (le ombre) sono più corte di noi e infatti la nostra testa nell’ombra ci stava meno volte (4 o 5) che nel nostro corpo (cioè 7 volte)”. 

Altri (5 su 20) precisano che, rimanendo fissa la misura della testa, la relazione fra dimensione dell’ombra e del corpo cambia. 

DA: “Io ho osservato che l’ombra della testa è sempre uguale alla testa vera quindi l’ombra della testa nell’ombra più corta di noi non ci sta lo stesso 7 volte ma un po’ di meno”.

Francesca esplicita la sproporzione: 

“... la testa era molto grande rispetto al corpo (dentro ci stava circa 4-5 volte) ed era sproporzionata... Le ombre quando erano più corte di noi erano anche più tozze”.

In DC il riferimento al mantenimento dell’invarianza del rapporto è così forte che impedisce l'uso delle osservazioni.

DC: “..nell’ombra anche se è più corta o più lunga si allunga o si accorcia anche la testa tanto quanto il corpo perciò si sa che ci sta le stesse volte di quanto ci stai tu e quindi è inutile controllarle”.

Solo LR collega il variare del rapporto testa/corpo nell'ombra con la posizione del sole, usando un disegno che prelude al modello del triangolo d'ombra. Il parallelismo dei raggi del sole è una conoscenza acquisita nella classe e ciò è ben riscontrabile nel suo disegno

“Vengono questi cambiamenti perché il sole ci può prendere bene o male tipo l’altra volta è venuta male perché il sole ha preso bene la testa e male il corpo infatti (sottinteso: la testa) ci stava nel corpo 4 o 5 volte circa...”
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· Discussione (Allegato 7)

Obiettivo della discussione è passare dall’interpretazione del disegno come pura rappresentazione iconica, all’interpretazione del disegno come modello della variazione delle ombre durante la giornata.

La discussione inizia osservando l'elaborato di DA che ha dimostrato solo con un disegno simile a quello di LR, non è accompagnato da una spiegazione verbale.

	44
	Debora
	non parla di sole o di ombra parla solo del raggio e di un disegno

	45
	Matteo
	Che volevo rispondere a Debora  guarda che specifica bene come riusciamo a capire dove è il sole dalla testa dell’ombra alla testa del bambino facendo una riga così sa dove è il sole e come è inclinato il raggio

	quello che per Debora è solo un disegno adesso inizia a diventare per Matteo un modello interpretativo del fenomeno in cui le parole (l'inclinazione del raggio) si rapportano con il modello della rappresentazione grafica

	46
	Ins
	Ma cosa dimostra con quello che dice dopo?

	47
	Manuel
	Parla anche dei raggi perché dice come si inclinano i raggi

	48
	Ins
	Parla dei raggi e di come sono inclinati, ma cosa dimostra dopo?

	49
	DA
	Dimostra che i raggi non sono sempre inclinati allo stesso modo

	50
	Ins
	Ci fa capire che cambia l’inclinazione, però cosa ci manca

	51
	Laura
	Secondo me ci manca che dice come possono essere le ombre

	52
	Ins
	Allora manca la conclusione di come diventano le ombre per l’inclinazione dei raggi che cambia: l’effetto che provoca la diversa inclinazione dei raggi sulle ombre, cosa succede se i raggi non sono sempre paralleli

	si chiude il modello del triangolo d'ombra: i raggi (e l'inclinazione) le ombre (e la lunghezza)

	53
	Laura
	Volevo dire che i raggi se non sono sempre paralleli le ombre sono diverse

	54
	Ins
	Le ombre cambiano di lunghezza se i raggi non sono sempre paralleli

	57
	Matteo
	Volevo dire una cosa che se cambia l’inclinazione dei raggi avevo detto che anch’io avevo fatto un disegno come DA di fare al mattino l’ombra più lunga perché il sole era più in orizzontale e i raggi erano più orizzontali e quindi il raggio andava più lontano invece quando il sole è alto e è sopra di te ti picchia proprio al centro della testa e poi ti va già praticamente dai piedi

	il modello del triangolo d'ombra è correlato alla verbalizzazione della dimostrazione 


· Introdotto il modello del triangolo d'ombra, l'insegnante sposta l'attenzione sul rapporto oggetto/ombra e sui suoi effetti rispetto alla forma (considerando l’emergere di tre possibili significati: forma triangolare come generalizzazione delle caratteristiche di un poligono, forma geometrica dei triangoli rettangoli , uguaglianza di forma come similitudine) dei triangoli d'ombra attraverso due lavori di gruppo.

· Primo lavoro di gruppo (Allegato 8) 

Distribuisce ai bambini (suddivisi in gruppi) i triangoli d'ombra tratti dagli schizzi e dalle fotografie per un'attività di manipolazione (i gruppi hanno a disposizione una fotocopia con i triangoli d'ombra e i singoli  triangoli ritagliati in modo da poterli manipolare).

Consegna: “osservate il foglio consegnato al  gruppo, confrontate le figure e spiegate cosa hanno di uguale e di diverso.”

Fotocopia consegnata:
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Le risposte più significative mettono in evidenza il fatto che le figure sono tutte triangoli (“perché hanno tre lati”: generalizzazione delle caratteristiche del poligono, forma triangolare), che sono quasi tutti triangoli rettangoli (forma intesa forma geometrica dei triangoli rettangoli), che per alcuni cambiano le dimensioni ma si assomigliano (forma come similitudine). 

· Discussione (Allegato 9)

Obiettivo della discussione successiva al lavoro di gruppo è individuare ciò che si intende per “uguale nella forma” fino all'emergere della parola/concetto “forma”:

15, LR: “...ha ragione un po’ Matteo perché non sono perfettamente uguali (i triangoli) però si capisce che fra tutti questi triangoli rettangoli sono gli unici che hanno questa cosa”.

I bambini usano ancora indifferentemente “simile” e “uguale”

33, Debora: “Li rende simili perché hanno l’angolo uguale”

35, Andrea: “Li rende uguali la forma”

Il significato si precisa quando l'insegnante chiede cosa succede se i triangoli si sovrappongono (cosa che i bambini hanno sperimentato nel lavoro di gruppo: i triangoli congruenti si sovrapponevano completamente, in quelli simili “spuntava” un pezzo).

39, diversi bambini (nella sbobinatura non si riconosce la voce di chi interviene): “si assomigliano”

41, Laura: “perché è lo stesso triangolo però lo hai rimpicciolito”

Si arriva intuizione della similitudine e della non similitudine: 

47, LR: “si vede a occhio che non hanno la forma uguale”

E c'è un collegamento con i lavori fatti ad inizio anno sulle immagini deformate al pc  (vedi background).

59, Matteo: “...quando abbiamo fatto la cosa delle immagini del mercato ce n’erano  di schiacciatissime ma quelle che abbiamo cercato di fare con la forma uguale no...”.

Il collegamento è stato avviato dall'intervento di Laura (41) che ha fatto riferimento al “rimpicciolire”. Nel lavoro che era stato fatto sulle immagini infatti (vedi background proporzionalità) si cercava di rimpicciolire o ingrandire le immagini ma gli errori aveva prodotto immagini solo “deformate” che non mantenevano la forma.

· Secondo lavoro di gruppo (Allegato 10): si utilizzano solo triangoli d'ombra (che sono stati ritagliati e consegnati ai gruppi in modo che potessero osservarli manipolandoli) tratti dalle fotografie.

Consegna: “manipolate i triangoli d’ombra che la maestra ha disegnato dalle fotografie e scrivete le vostre osservazioni e conclusioni.

Ecco la fotocopia dei triangoli consegnati (si consegna sia la fotocopia sia i singoli triangoli ritagliati)
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Questa volta i bambini devono individuare i triangoli simili (la parola è emersa nella discussione precedente, vedi intervento 33 e 39). 

Lo fanno in modi diversi.

- con riferimento geometrico al parallelismo dei lati

“Quelli simili non si sono sovrapposti completamente a quello sotto e si vedeva un lato di esso che era parallelo al lato di quello sovrapposto”.

- con riferimento al fenomeno

“quelli simili sono quelli della stessa ora”.

L’insegnante è consapevole che il problema sarà, nell'attività successiva, collegare il mantenimento della forma ai dati numerici.

Bilancio dell'attività rispetto agli obiettivi dichiarati

I tempi di attuazione previsti si sono dilatati (circa un paio d'ore in più): le uscite nel piazzale, gli schizzi, il confronto degli stessi e l'attività necessaria per costruire il modello del triangolo d'ombra hanno occupato molto tempo.

La relazione oggetto/ombra è emersa.

Coerentemente con le ipotesi della ricerca, l'attività è stata impostata in modo che non ci fossero dati numerici ed infatti è emerso solo l'aspetto qualitativo. 

La relazione è descritta considerando implicitamente che testa e corpo dovrebbero andare in parallelo (“troppo grande rispetto al corpo”) per mantenere la relazione.

Il lavoro manipolativo/operativo sui triangoli d'ombra e la discussione collettiva costruiscono il significato di similitudine (riferimento al teorema di Talete per quanto riguarda i triangoli rettangoli simili. Ovviamente i bambini non conoscono il teorema di Talete, ma sanno che i raggi del sole sono paralleli ed in questa attività sono arrivati alla consapevolezza che se si mantiene l'inclinazione del raggio  i triangoli d'ombra mantengono la stessa forma) ciò che deve essere ancora costruito è che il mantenimento della forma corrisponde all'invarianza del rapporto oggetto/ombra.

Fino a questo momento il mantenimento della forma dei triangoli d'ombra è intuito: i bambini si riferiscono all'evidenza: “si vede a occhio” senza controllare quante “volte” l'oggetto sta nell'ombra.

Attività 3: Le ombre dei chiodi marzo: ricerca della regolarità nei dati numerici.

	Attività
	Obiettivi
	Analisi didattica (a priori)

	Si inseriscono in una tabella i rilevamenti delle ombre di chiodi perpendicolari a tavolette 
rilevate nel mese di marzo dai bambini (volutamente il chiodo della maestra è più corto degli altri: in tal modo si porrà una situazione problematica dal punto di vista della proporzionalità).

Consegna individuale:osserva i dati in tabella (riportata sotto), scrivi le tue osservazioni su cosa c’è di uguale e di diverso.

Segue discussione su quanto emerso nel lavoro individuale.

Se ci sono difficoltà nel mettere in evidenza la regolarità nei dati numerici durante la discussione si procederà alla costruzione dei triangoli rettangoli d’ombra da correlare ai dati numerici.

Tempo previsto: 4 ore 
	Obiettivo della costruzione della tabella: evidenziare i dati raccolti dai rilevamenti.

Obiettivo consegna individuale: rilevare se e come i bambini colgono la regolarità dei  dati numerici.

Obiettivo discussione: evidenziare la regolarità nei dati numerici.

Obiettivo della  costruzione dei triangoli d'ombra d’ombra: collegare il rapporto oggetto/ombra dei dati numerici con il rapporto oggetto/ombra che definisce la similitudine dei triangoli rettangoli.
	L'insegnante sa che i dati numerici sono “difficili” (poca differenza fra la lunghezza dei chiodi e fra lunghezza dei chiodo e lunghezza delle  ombre). 

Ci si aspetta che alcuni bambini colgano ciò nelle situazioni più evidenti (formuleranno delle frasi tipo: “alle 9 l’ombra è il doppio del chiodo sia per il nostro sia per quello della maestra” e simili). 

Si prevedono difficoltà nel passare dalla regolarità “delle forme” dei triangoli simili a quella dei dati numerici, perciò nella discussione si intende collegare la regolarità dei dati numerici con quanto emerso nell’Attività 2 sui triangoli d'ombra simili. In questo modo  si pensa che i bambini possano utilizzare la similitudine per arrivare a cogliere la regolarità numerica.


Analisi a posteriori e eventuali variazioni in itinere 

Si decide di offrire ancora un momento d’esplorazione qualitativa prima di richiedere l'analisi dei dati numerici nel lavoro di gruppo. Questa scelta è dettata dal fatto che l'insegnante ha visto delle potenzialità nel lavoro manipolativo sui triangoli d’ombra, svolto nell’attività precedente, e pensa che sia utile offrire ancora un momento di scoperta della regolarità senza dati numerici. .

· Lavoro di gruppo

Si costruiscono i triangoli d'ombra dei rilevamenti delle varie ore (relativi al chiodo di ogni gruppo) per  evidenziare il variare (triangoli riportati in acetato sovrapposti) ed il permanere della forma (nelle discussioni dell'attività precedente si è istituzionalizzata la parola “simile” con il significato condiviso di “avente la stessa forma”) nei triangoli d'ombra di oggetti  di diversa lunghezza.

Ogni gruppo ha a disposizione i triangoli d'ombra del proprio strumento (Allegato11) e il triangolo d'ombra delle 15:30 dello strumento dell'insegnante (Allegato 12), che ha il chiodo più corto.

In gruppo osservano e discutono. Ciò che emerge è che i triangoli d'ombra delle diverse ore del chiodo di ciascun gruppo non sono simili, mentre il triangolo d'ombra delle 15: 30 del chiodo della maestra è simile ai triangoli d'ombra della stessa ora dei gruppi.

· Alla discussione segue la consegna individuale (Allegato 13) che è stata cambiata aggiungendo, rispetto a quella presentata nella progettazione, il collegamento con il lavoro manipolativo svolto nei lavori di gruppo per facilitare l'attenzione alle regolarità numeriche

Consegna:collega quanto emerso nel lavoro di gruppo con i dati numerici della tabella.

Tabella costruita con i rilevamenti delle ombre dei chiodi

	Tavo

letta
	chiodo
	Ore 9
	Ore 10
	Ore 11
	Ore 12
	Ore 13  
	Ore 14
	Ore 15
	Ore 15:30

	Ins.
	7,6 cm
	20,7 cm
	14, 3 cm
	11,4 cm
	10,2 cm
	-
	
	14,2 cm
	17,3 cm

	Pingu.
	9,6 cm
	25,1 cm
	17,9 cm
	-
	-
	11,5 cm
	-
	16,4 cm
	21,4 cm

	Fanta.
	9,3 cm


	24,6 cm
	16,4 cm
	-
	-
	11,5 cm
	-
	15,9 cm
	19.00 cm

	Grifoni
	9,7 cm


	24,9 cm
	17,2 cm
	-
	-
	12,3 cm
	-
	15 cm
	20 cm

	Best fr
	9,7 cm


	26 cm
	16.8 cm
	-
	-
	11,8 cm
	12,3 cm
	16 cm
	21 cm

	Cuccio
	9,6 cm


	26,3 cm
	16,7 cm
	-
	-
	11,3 cm
	-
	16,4 cm
	20,2 cm


A posteriori si ritiene che il riferimento alla parte “geometrica” abbia verificato l’assimilazione del significato condiviso di similitudine introdotto, ma abbia distolto dalla ricerca della regolarità numerica (già problematica per i dati numerici “difficili”).

Negli elaborati si evidenzia infatti che:

- diversi bambini (quasi metà classe) notano la similitudine dei triangoli d'ombra ma non tengono conto di ciò per analizzare i dati numerici 

Manuel: “...mettendo il chiodo della maestra sopra il nostro abbiamo notato che visto che il chiodo è più corto anche l’ombra è più corta e che l’ombra e i triangoli sono simili e congruenti...”.

- altri bambini (5 bambini), oltre a considerare la similitudine , cercano di organizzare i dati numerici riferendosi alla differenza fra la lunghezza dei chiodi e fra la lunghezza del le ombre

LR: “Il triangolo della maestra era simile al nostro perché la forma era la stessa è solo che il chiodo e l’ombra è più piccola infatti l’ombra della maestra è: chiodo 7,6 cm e ombra 17,3 cm, la nostra è chiodo 9,6 cm e ombra 20,2 cm. 

Spiega meglio questa cosa perché qualcosa di simile c’è anche fra le misure.

C’è di simile che gli mancano solo 2 cm ai chiodi e 3 alle ombre e se non mancavano erano congruenti perché le misure erano uguali”. 

- altri considerano la relazione fra chiodo e ombra nei dati numerici relativi, ma solo dopo l'intervento dell'insegnante, dimostrando (con la parola “volte”) di riferirsi alla contenenza.

Francesca

Insegnante: Osserva cosa succede alla stessa ora fra la misura del chiodo e quella dell’ombra?

“Ai Grifoni la misura del chiodo viene moltiplicata quasi 3 volte (si riferisce all'ombra delle 9) per arrivare alla lunghezza dell’ombra. Alla maestra la misura del chiodo è stata moltiplicata quasi 3 volte per completare l’intera ombra del chiodo”.

Gaia

Insegnante: cosa succede qua (mi riferisco alla tabella) nel passaggio fra chiodo e ombra (circa)?

“Si accorciano le ombre ma sono più lunghe del chiodo. Sono più lunghe di vari centimetri. Sono circa il doppio più grandi del chiodo le ombre delle ore 14”.

Gli interventi dell'insegnante forzano l'attenzione al fenomeno ed al passaggio chiodo/ombra, mettendo in evidenza quanto il riferimento ad un contesto significativo e visualizzabile (il contesto geometrico dei triangoli d'ombra e della similitudine) sia importante. Ciò che interferisce con la scoperta delle regolarità sono i dati numerici “difficili” (numeri decimali, le “volte” poco evidenti).

· Viene poi introdotta la discussione (Allegato 14) di classe per evidenziare le regolarità nei dati numerici. In tale discussione il riferimento geometrico al parallelismo dei raggi del sole introduce la “non similitudine dei triangoli” causata dalla diversa inclinazione dei raggi.

25, Gaia: “se l'inclinazione dei raggi cambia i raggi non sono più paralleli e allora i raggi che formano un lato se non sono più paralleli allora (sottinteso: i triangoli) non sono simili”.

Si precisa, però, che il chiodo rimane lo stesso (35, Matteo): c'è quindi un elemento fisso (lunghezza del chiodo) ed uno che varia (lunghezza delle ombre e ciò, secondo l’insegnante ha consentito di ritrovare nei triangoli d’ombra il variare del rapporto oggetto/ombra sperimentato nell’attività 2.

L'insegnante cerca di collegare le osservazioni sulla similitudine alle misure presenti nella tabella, ma l'attenzione dei bambini è centrata sull'interpretazione del fenomeno.

37, Gaia:  “il raggio che fa il lato nella giornata ha delle inclinazioni diverse e allora quando il raggio è più inclinato”.

38, Ale. Ad.: “l'ombra è più lunga”.

Nonostante i tentativi ripetuti dell’insegnante di portare l’attenzione dei bambini sulle regolarità numeriche, solo l'intervento di DC riesce a sbloccare la situazione .

59, DC: “...le ombre alle ore 10 sono il doppio della misura del chiodo circa”.

E Ale. Ad. trova la stessa relazione nelle ombre delle 15.

Ma per i bambini ciò che rende simili i triangoli è prima di tutto il mantenersi dell'inclinazione del raggio (parallelismo dei raggi del sole) e solo alla fine Ale.Ad. (169, quante volte il chiodo sta nell'ombra che deve essere uguale) e Debora (171, le volte che il chiodo sta nell'ombra) esplicitano quali sono nelle misure della tabella le condizioni della similitudine e della non similitudine evidenti nei triangoli.

· Verifica individuale (Allegato 15)

Consegna: spiega a Giulia (bambina assente) ciò che abbiamo imparato.

Tutti i bambini continuano a riferirsi solo al fenomeno, alcuni (n°10 su 20 ) non sono ancora autonomi nell'esplicitazione della necessità dell’invarianza del rapporto, alcuni sì.

Ale. Ad. esprime l’invarianza del rapporto con riferimento all’esperienza dell’uomo vitruviano che costituisce quindi un riferimento semantico per la contenenza

“Però la cosa che c’entra di più se i triangoli sono simili o diversi è vedere quante volte il chiodo sta nell’ombra; come con l’uomo vitruviano di vedere quante volte la testa sta nel corpo... Se i triangoli sono diversi vuol dire che il chiodo non sta nelle ombre lo stesso numero di volte”.

L'insegnante chiede di accompagnare la spiegazione con una rappresentazione grafica perché ritiene che sia utile per evidenziare le volte che il chiodo sta nell'ombra e che possa fornire servire mediare fra ciò che è visualizzabile graficamente, in cui può intervenire l'intuizione, e i dati numerici (la misura delle ombre).

Nelle rappresentazioni grafiche (Allegato 16), alcuni bambini utilizzano chiodi sempre di misura diversa, ciò si rivela poco funzionale per illustrare la situazione, altri (2 bambini) manifestano difficoltà nel segnare le volte che l'oggetto sta nell'ombra, dimostrando di non avere ancora completa padronanza del significato di contenenza (allegato).
Per rilanciare la contenenza l'insegnante decide di scegliere un disegno (quello di LR) nel quale vengono rappresentate le “volte” che il chiodo sta nell'ombra, forma di rappresentazione introdotta nell'attività 1.
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Bilancio dell'attività rispetto agli obiettivi dichiarati

Il lavoro di gruppo sulla manipolazione dei triangoli e la verifica conclusiva non prevista hanno fatto slittare leggermente i tempi dell'attività (circa 1 ora e mezza).

I dati evidenziati in tabella si sono rilevati troppi e “difficili” per cercare le regolarità.

All'inizio (Attività 1 e Attività 2) la relazione che i bambini considerano è fra testa e corpo dell'ombra, ma le “volte” in cui la testa sta nel corpo sono evidenziate verbalmente e non graficamente, nonostante il lavoro sugli schizzi. Questo può far pensare ad una non completa interiorizzazione della contenenza. Passando alla considerazione del rapporto oggetto/ombra nei triangoli d’ombra, l'attenzione è stata forzata sulla forma, così, quando si passa alla regolarità dei dati numerici, non vengono visualizzate le volte in cui l'oggetto sta nell'ombra (e neppure l’insegnate rende tale relazione visibile in fase di discussione). Il recupero di tale aspetto avviene solo quando l’insegnate avvia una riflessione sulla rappresentazione grafica scelta per accompagnare la spiegazione a Giulia.

Nonostante ciò, alla fine dell'attività sono pochi i bambini (5) che continuano a riferirsi al fenomeno senza considerare le “volte” per cui si può dire che l'attenzione alle stesse sia ormai costruita nella classe.

Attività 4: come si può ricavare la misura di un’ombra non rilevata sperimentalmente: le nostre strategie e il sistema di Talete 

	Attività
	Obiettivi
	Analisi a priori

	Situazione problematica: “Spiega come trovi la misura non rilevata dell’ombra del tuo chiodo alle ore 11 (conosci la misura dell’ombra del chiodo della maestra alla stessa ora e la misura di entrambi i chiodi)”.

Segue confronto di strategie in discussione.

Verifica individuale: presentazione aneddoto su Talete sulla misurazione dell'obelisco. eRichiesta di spiegare come essa si colleghi alle attività svolte.

Tempo 5 ore.
	Obiettivo della situazione problematica: verificare se i bambini relazioneranno usare il modello della proporzionalità diretta, costruita nelle attività precedenti.

Obiettivo della discussione:

i costruire collettivamente la consapevolezza del mantenimento del rapporto

j uso positivo dell'”errore”: far capire che le strategie errate sono in relazione alle difficoltà del compito assegnato (Uso del ragionamento proporzionale) 

Obiettivo della verifica in consegna individuale su problema Talete: valutare se i bambini riescono ad interpretare il ragionamento proporzionale elaborato da un’altra persona. La verifica serve per far usare in modo autonomo il ragionamento proporzionale, ma anche per vedere se, chi non è in grado di produrlo, può comprenderne l’uso fatto da altri.
	 Analisi a priori

Si tratta di elaborare un ragionamento del tipo: se l’oggetto x produce l’ombra kx nel momento del rilevamento, allora anche l’oggetto y dovrà produrre l’ombra ky nello stesso momento. 

L'insegnante ritiene che molti bambini non siano ancora consapevoli dell'invarianza del rapporto e/o che, anche se l'intuiscono una forma di regolarità, essi abbiano difficoltà nel controllare completamente il ragionamento 

Si prevede, pertanto che molti bambini si riferiranno al fenomeno (alla lunghezza delle altre ombre o al parallelismo dei raggi del sole).  

In discussione si potrà riflettere sulle strategie utilizzate e chiarire l’uso della proporzionalità per risolvere la situazione problematica proposta. 

La verifica sull’aneddoto di Talete lascia spazio anche ai bambini che non sono ancora in grado di usare il ragionamento proporzionale perché possono riconoscerlo, nel ragionamento di un'altra persona.


Analisi a posteriori e eventuali variazioni in itinere

· Situazione problematica: poiché nella tabella dei rilevamenti delle ombre manca il dato delle ore 11 (per le ombre dei chiodi dei gruppi) si pone il problema di trovarlo. 

Ai bambini viene chiesto di verbalizzare il problema, in un testo (Allegato 17), perché si possa scegliere quello più chiaro nell’evidenziare gli elementi da mettere in relazione per risolvere la situazione problematica e se ne possa discutere insieme (Allegato 18). 

Nonostante la discussione per scegliere il testo, nella risoluzione (Allegato 19), diversi bambini, come previsto, si riferiscono al fenomeno e non considerano i dati numerici a disposizione.

Tabella per classificare gli allievi in relazione alle modalità di risoluzione della situazione problematica

	rapporto (oggetto/ombra o oggetto/oggetto)
	Strategie miste (per la difficoltà di gestire il rapporto si usa il disegno)
	Strategie che si basano sull'aspetto geometrico del fenomeno 

	Ale. Ad.
	
	

	Francesca, DA
	Gaia
	Ale. Al.

	Vladi, Laura
	Mattia, LR, Matteo, DC
	LV, Andrea

	Manuel, Federico, Aurora
	Javier, Ale. V., Debora
	


Giulia è assente.

- Alcuni bambini si riferiscono al rapporto interno (le “volte” che il chiodo della maestra sta nell'ombra. Tali “volte” si devono mantenere per ogni chiodo e ombra dei gruppi).

Ale. Ad. verbalizza in un modo interessante il rapporto interno:

“Per trovare l’ombra delle 11 dei gruppi divido l’ombra della maestra per la lunghezza del suo chiodo trovando la lunghezza dell’ombra della maestra rispetto ai millimetri del suo chiodo”. 

Nella risoluzione, quando Ale. Ad. trova il rapporto (le “volte”), scrive a fianco che sono millimetri (significato di partizione della divisione: sembra che anziché il numero puro di volte che il chiodo sta nell’ombra, Ale. Ad. trovi qualcosa di dimensionato: un po’ di millimetri di ombra per ogni millimetro di chiodo: ciò è molto interessante in relazione che hanno i bambini nel riferirsi al rapporto interno), ma l'intervento dell'insegnante la riporta a considerare le “volte”, che peraltro aveva utilizzato nel completare la risoluzione (vedi Allegato 19 dove è riportato l’intero protocollo).

Francesca pensa di trovare “le volte”, considerando il significato di contenenza:

“Guardo quante volte la misura del chiodo della maestra sta nell’ombra di esso, delle 11:00” ma non riesce a gestire il fatto che ci sta solo una volta e un pezzetto:

“76 x 1 =  ci sta una volta in 114 mm e la differenza è 28 mm.

Ci sta più di 1 volta”.

Ma è difficile gestire le “volte” non intere: prova a vedere quante volte il pezzo che avanza sta nel chiodo, e procede allo stesso modo per il suo chiodo. In tal modo manifesta, però, sicurezza nella necessità dell’invarianza del rapporto.

“28 x 2 e ½ = 70 vicino a 78 (misura chiodo maestra)

circa la metà (differenza rispetto chiodo)

96 :2=48

lo devo dividere a metà e viene 24

96 (chiodo medio) + 24=120 la misura dell’ombra delle 11 circa”.

Ciò dimostra come i dati numerici “difficili, e la padronanza degli apprendimenti matematici che consentono di operare con essi, possano ostacolare l'uso del ragionamento proporzionale.

- Altri pensano di usare il rapporto esterno (le “volte” che il chiodo della maestra sta nel chiodo dei gruppi devono essere uguali alle “volte” che l'ombra del chiodo della maestra sta nell'ombra del chiodo dei gruppi), ma non riescono a gestirlo e cadono nella differenza

Vladimir: “(tieni) conto di quante volte da 76 mm che è la misura del chiodo della maestra fino ai 96 mm che è la misura del chiodo medio dei gruppi e (poi) aggiungi all’ombra che è 114 mm e vedi quanto è lunga. 

La sua intenzione iniziale è di trovare le “volte” ma c'è ancora l'interferenza del “quanto manca” e della  strategia additiva.

76 + 10+10 = 96      114 + 20 = 134 (la misura dell’ombra delle 11)”.

Nella discussione espliciterà le difficoltà che ha avuto per la “vicinanza” fra le misure dei chiodi.

· Discussione (Allegato 20)

La discussione è utile per interpretare gli “errori”: la differenza, il non riuscire a gestire i dati numerici perché il chiodo sta nell'ombra poco più di una volta, trovare le “volte” e non saperle usare ripiegando sul disegno. 

I bambini si distanziano dal proprio elaborato e si rendono conto del collegamento fra difficoltà del gestire la relazione e gli “errori”.

32, Manuel: “quando facevo le volte ho fatto 1 o 2 volte ho visto che veniva troppo e alla fine ho capito che dovevo fare 1 e mezza volta”.

43, Vladimir: “ho avuto subito l’idea di trovare le volte ma poi mi sono confuso con la differenza”.

45, Gaia: “anche io all’inizio avevo scritto che ci stava circa una volta il chiodo nell’ombra della maestra ma poi mi sono messa a parlare della differenza...proprio non mi veniva in mente che potevo fare mezza...mi era venuto in mente che da 76 a 96 c’era 20 di differenza e allora mi è venuta questa idea della differenza”.

53, LR: “io ho detto nella mia mente beh da 76 mm ci mancano 20 mm al nostro chiodo e ho detto ma perché non aggiungerli all’ombra ... pensavo che visto che 96 è lontano poco...ho pensato che anche l’ombra c’era poco da 114 perché io pensavo questo discorso sia per il chiodo sia per l’ombra ”.

66, Manuel: “quando nel mio chiodo ho fatto la metà non sapevo se fare la metà perché non sapevo se nel tuo chiodo andava bene”.

Alcuni, fra cui Vladimir, hanno scoperto che il chiodo stava 1 volta e ½ nell'ombra senza riuscire ad usare tale informazione perché non riusciva a gestire le volte non intere. 

Alcuni bambini sono riusciti a usare questa informazione solo con una rappresentazione grafica: disegnando una volta intera e mezza volta anche il chiodo dei gruppi per ottenerne l'ombra. 

Nella discussione emerge quanto sia importante il riferimento al fenomeno come controllo del ragionamento risolutivo. E quanto sia importante il riferimento alla rappresentazione grafica del fenomeno.

LR, turno 87: “quando io ho fatto il triangolo d’ombra e mi ero riferito all’esperienza (si riferisce al fatto che ha fatto il disegno dei due triangoli d'ombra grazie ai raggi paralleli) quando ho visto la vera ombra (quelle disegnata nel triangolo d'ombra) ho detto ma è strano perché ho visto (si riferisce a ciò che aveva calcolato usando erroneamente la differenza) che ci mancava poco”.

In una parte della discussione si discute sui casi in cui deve valere la “regola” (l'invarianza del rapporto).

Stralcio dalla discussione

	115
	DC
	volevo rispondere a Debora di quello che ha detto prima

	116
	Ins
	allora Debora ha detto quando il chiodo è il doppio di un altro chiodo l’ombra può essere il doppio: deve essere il doppio o non deve?

	117
	DC
	non è che deve essere sempre il doppio perché mi ricordo che quando eravamo andati a fare lo schizzo una volta eravamo usciti e però l’ombra era molto più corta di noi

	119
	Manuel
	deve essere perché se se l’ombra ...perché se cambia soltanto la misura dell’ombra il sole non può cambiare all’improvviso di posto


Manuel pone l'attenzione al fenomeno e ciò sblocca i compagni che riescono ad intervenire con consapevolezza.

	121
	Ale.Ad
	che io do ragione a Manuel perché se un chiodo è il doppio dell’altro anche l’ombra deve essere il doppio dell’altra, se un chiodo è il triplo invece non è che deve essere sempre il doppio, deve essere il triplo

	122
	Ins
	allora Ale.Ad. dice bisogna un po’ vedere quante volte un chiodo sta in un chiodo se ci sta due volte sarà il doppio, se ci sta 3 sarà il triplo

	125
	Ale.Al.
	che io volevo rispondere a Debora che l’ombra del chiodo del chiodo che è il doppio dell’altro deve essere per forza il doppio dell’ombra del chiodo più corto perché la lunghezza dell’ombra dipende anche dalla lunghezza del chiodo


Così si arriva ad una prima istituzionalizzazione in cui emerge la   parola “rapporto”.

	126
	Ins
	allora Alessia dice lo deve essere per forza perché la lunghezza dipende dalla misura del chiodo, dipende da questa, come la possiamo chiamare

	127
	Qualcuno
	Relazione

	128
	Ale. Ad
	Rapporto

	129
	Manuel
	e poi il chiodo non può cambiare la lunghezza

	130
	Ins
	allora Manuel dice il sole non può cambiare la sua posizione e il chiodo non può cambiare la sua lunghezza. Allora tutto dipende dal rapporto chiodo/chiodo o chiodo/ombra.


· Seconda verifica individuale: si presenta la seguente fotocopia.

Il metodo di Talete per determinare l’altezza di un obelisco

L'ingegnoso metodo di Talete, per misurare l'altezza di un obelisco, la cui cima sia inaccessibile, si basa sulle lunghezze delle ombre prodotte dall'obelisco stesso e da un bastone fissato nel suolo in posizione verticale.
Diogene Laerzio riferisce (sulla base di una testimonianza scritta di un allievo di Aristotele) che Talete avrebbe misurato l’altezza dell’obelisco guardando la sua ombra nel momento in cui i raggi del sole sono inclinati di 45 gradi.

Plutarco nel Banchetto dei sette saggi, fa dire a Nilosseno, rivolgendosi a Talete, quanto il re lo ammiri:
Benché egli ti ammiri anche per altre cose, pure egli pregia sopra tutte la misura dell’obelisco, giacché tu senza fatica alcuna e senza ricorrere ad istrumenti, ma col solo infliggere il bastone all’estremo dell’ombra proiettata dall’obelisco, hai dimostrato, servendoti dei due triangoli risultanti dal contatto col raggio luminoso , che un’ombra ha all’altra lo stesso rapporto che l’obelisco al bastone.

Consegna: 

Leggi attentamente la scheda e rappresenta con un disegno, il metodo usato da Talete per misurare l’obelisco. Il metodo di Talete si collega alle attività che abbiamo svolto in ombre in questo periodo? Perché? Spiega molto bene.

Si sintetizzano in tabella come sono andate le cose (Allegato 21).

	Nomi
	Comprensione (mediazione disegno)
	Transfert dalle attività svolte in precedenza

	LV, DA, Laura, Mattia

Federico, Debora

Matteo, Manuel, Javier
	in genere (tranne Matteo) poca attenzione al significato delle parole nel fare il disegno e necessità di aiuto nella gestione dello stesso (imprecisione costruzione angolo o raggi paralleli)
	Riferimento al fenomeno, considerazione della contenenza senza esplicitazione della  costanza del rapporto

	Ale.Al., LR, DC, Gaia, Francesca
	Imprecisione  nell'angolo o nel tracciare i raggi paralleli e/o poca attenzione al testo nel posizionare il bastone
	Riferimento al fenomeno con costanza rapporto. Livelli diversi esplicitazione strategia per applicare il ragionamenti proporzionale

	Giulia, Ale. Ad., Aurora
	Giulia e Aurora non sono attente al significato delle parole nel posizionare il bastone e non inferiscono la verticalità. Le altre sono solo imprecise nella costruzione dell'angolo.
	Cogliere misura oggetto uguale a misura ombra e rapporto che rimane costante. Livelli diversi di esplicitazione

	Vladimir, Andrea
	Difficoltà nella costruzione della  rappresentazione mentale della posizione del bastone. Riporta in modo errato il bastone nell'ombra.
	Non autonomi, necessità Interazione individuale 


Ale. V.: assente

- mancata esplicitazione dell'invarianza del rapporto e del ragionamento proporzionale

Matteo

[image: image7.jpg]



Nel suo disegno è evidenziata solo la prima volta che il bastone sta nell'obelisco. Non rappresenta quindi completamente il rapporto esterno bastone/obelisco, mentre rappresenta le volte che l'ombra del bastone sta nell'ombra dell'obelisco. La spiegazione verbale lascia implicita l’uguaglianza fra ombra e bastone: 

“si collega al lavoro che abbiamo fatto noi delle ombre perché lui cerca di misurarlo con le ombre del bastone l’obelisco per vedere l’ombra del bastone con quella dell’obelisco”.

- esplicitazione del ragionamento proporzionale

Gaia : 

“Visto che i triangoli saranno simili perché il bastone è stato misurato la stessa ora dell’obelisco guarderà quante volte il bastone sta nell’ombra e farà il conto con l’ombra dell’obelisco”. 

Nel suo disegno Gaia non ha segnato le volte: ciò che la aiuta ad esplicitare le volte è il riferimento alla similitudine dei triangoli che collega implicitamente (poiché si riferiscono alla stessa ora) al parallelismo dei raggi del sole. 

- esplicitazione dell'invarianza del rapporto

Ale. Ad. come Gaia si riferisce all'inclinazione uguale dei raggi ma esplicita l'invarianza del rapporto:

“...fra chiodo/chiodo e chiodo/ombra c’è un rapporto e se l’obelisco è, ad esempio, 15 volte più alto del bastone anche l’ombra deve essere 15 volte più lunga di quella del bastone. ... Si collega con il nostro lavoro perché anche noi cercavamo il momento in cui l’ombra è lunga come noi”

Bilancio dell'attività rispetto agli obiettivi dichiarati

Molti bambini si riferiscono al fenomeno o al disegno geometrico o alla rappresentazione grafica del fenomeno, circa un terzo della classe si riferisce al rapporto oggetto/ombra o oggetto/oggetto. 

Chi utilizza il rapporto interno trova interessanti modalità di definire ciò che ha trovato:” trovando la lunghezza dell’ombra della maestra rispetto ai millimetri del suo chiodo”, ma c'è ancora incertezza nel gestirlo. Infatti occorre usare “mezza volta” ed alcuni riescono a farlo solo con il disegno (allegato protocollo Mattia). Il ruolo della rappresentazione grafica nella costruzione del concetto di proporzionalità si rivela importante chiarendo uno degli obiettivi della ricerca. Chi non riesce ad usare la funzionalità del modo di rappresentare le volte, invece, se usa il disegno, amplifica addirittura le difficoltà.(vedi allegato)

I dati numerici “difficili” (volte non intere lontane da un mezzo o un quarto) ostacolano l'uso del rapporto esterno. 

Nella discussione, dove alcuni errori sono discussi collettivamente, si scopre che gli “errori” dipendono da problemi di gestione della situazione. L'errore è visto come momento di passaggio, come occasione per riflettere e per chiarire le difficoltà e come superarle.

Inoltre nella discussione si scopre la regolarità e la necessità di mantenere il rapporto.

Ma nel lavoro individuale finale solo un terzo dei bambini si riferisce esplicitamente all'invarianza del rapporto. 

I tempi previsti sono stati rispettati.

Osservazioni conclusive sulla Fase 1

Nella parte iniziale della Fase 1 predomina l'aspetto percettivo, l'analisi della relazione è qualitativa e si usano le parole per descrivere la relazione.

Inizialmente si ha un'attenzione globale (subito nella testa e nella statuetta si considerano entrambe le dimensioni e non solo la lunghezza).

Quando dal contesto antropometrico si passa al contesto “ombre”, anche le ombre corte appaiono “globalmente” sproporzionate e solo lentamente si rapporta testa e corpo.

Quando si introduce il triangolo d'ombra, si usa la parola/concetto “forma” che è collegata alla similitudine (nel fenomeno: uguale angolo di incidenza del raggio e parallelismo dei raggi del sole).Nel passaggio dagli  aspetti percettivi (vitruviano e ombre) all'intuizione geometrica che fa “vedere” la similitudine dei triangoli d’ombra non si evidenziano molte difficoltà se non nell'esplicitazione del perché c'è la similitudine (collegata al fenomeno - (parallelismo-  e non all'invarianza del rapporto oggetto/ombra). Infatti le difficoltà sono nel trovare la regolarità nelle misure (attività 3) che rende simili i triangoli d'ombra .

La Fase 1 è anche quella in cui i bambini costruiscono gli apprendimenti matematici: la struttura moltiplicativa che sta dietro al “quante volte”, la contenenza come misura della relazione dopo che si supera il confronto fatto usando la differenza. Si avvia il controllo della concatenazione contenenza/partizione. Si introduce l'uso della rappresentazione grafica per visualizzare le “volte”.

Fase 2

La fase 2, che riguarda il contesto produzioni, è costituita da una sola attività che viene qui di seguito illustrata.

	Attività
	Obiettivi
	Analisi didattica (a priori)

	1. Assaggio dello sciroppo delle pesche sciroppate e ipotesi progettuale individuale per realizzare un esperimento che ne riproduca le caratteristiche.

2. Realizzazione, a coppie, degli esperimenti che riproducono le ipotesi . 

La quantità d'acqua, per ogni coppia, è stata stabilita in precedenza. 

3. Confronto ( basato sui dati osservativi senza assaggio del contenuto) dei contenitori che contengono gli esperimenti realizzati dalle varie coppie (sono su un tavolo ordinati da quello con meno zucchero a quello che ha più zucchero)

4.Giudizio sulla concordanza di un esperimento fortemente sproporzionato con la ricetta (attuato dall'insegnante nel tentativo di arrivare alla saturazione
).

5. Adattamento della ricetta (500 g di zucchero per un litro di acqua) alla quantità di liquido necessaria (3 litri)  alla classe (gli esperimenti non porteranno ad una definizione della quantità perché i bambini saranno molto soggettivi some hanno già

dimostrato in altre occasioni.

Tempo: 4 ore circa
	Obiettivo dell'ipotesi progettuale è mettere in rilievo ed organizzare gli elementi  della  relazione per sperimentare come cambiare il  fenomeno.

Obiettivo della realizzazione degli esperimenti: rendere i bambini i protagonisti della variazione quantitativa che causa cambiamenti qualitativi nel fenomeno (a cui dovranno fare attenzione al li là dell'assaggio) 

Obiettivo del confronto è il collegamento fra il variare evidenziato a livello operativo nell'effettuazione degli esperimenti.della relazione a livello quantitativo ed i suoi effetti sul fenomeno (parte qualitativa)

Obiettivo richiesta di giudizio sull'esperimento sproporzionato è esplicitare la relazione.

Obiettivo della risoluzione  della situazione problematica: monitorare i livelli di ragionamento proporzionale in altro  contesto (grandezze non omogenee).
	Si ritiene che i bambini si rendano conto che occorre fare dei tentativi variando la quantità di zucchero, ma ci si aspettano difficoltà nell'organizzare praticamente il progetto per arrivare a definire una dose precisa di zucchero da mettere nell'acqua data (punto di controllo, come determinare la ricetta, ecc.).

La sperimentazione degli effetti della variazione del rapporto ed il momento operativo dovrebbe rendere più facile l'interpretazione del fenomeno.

Si è consapevoli che le situazioni problematiche costituiscano un momento “troppo matematico”,  ma riteniamo che sia possibile che i bambini arrivino a delle soluzioni controllando il fenomeno. Infatti in classe quinta si pensa che, avviata la scoperta delle regolarità a livello percettivo si possa passare al lavoro con i dati numerici.




Analisi a posteriore e eventuali variazioni in itinere 

· Assaggio dello sciroppo delle pesche sciroppate e ipotesi progettuale.

Consegna individuale scritta (Allegato 22): spiega come pensi di organizzarti per fare degli esperimenti per scoprire la ricetta dello sciroppo delle pesche.

Si mette a disposizione su un tavolo diverso materiale: contenitori trasparenti, cucchiai, zucchero, brocca con acqua, bilancia, contenitore graduato. Si stabilisce che si useranno 150 ml di acqua in ogni barattolo.

I bambini, però, non possono usare il materiale a disposizione mentre elaborano l'ipotesi. 

Le ipotesi progettuali non sono tutte funzionali al reperimento di una ricetta precisa.

In particolare sono:

· legate prettamente ad aspetti percettivi 

DA: “Metterò un po' di cucchiai di zucchero in ogni barattolo”.

Notare parole che rinviano a quantità non definite (un po’) e notare l’assenza di unità di misura.

· legate a iterazione della procedura (continuo a mettere cucchiai di zucchero per approssimazioni successive senza prevedere una modalità per conoscere la quantità totale di zucchero usata).

Federico: “Io mi immagino che domani prendiamo un barattolo ci versiamo l'acqua e mettiamo due cucchiai nell'acqua ... se non va bene prendiamo un altro cucchiaio di zucchero e lo versiamo nell'acqua”.

e. legate ad un momento di controllo (viene esplicitato il “se non va bene” lasciato implicito da Federico) basato sull'invarianza “qualitativa”

Francesca: “Quando raggiungerò la dolcezza giusta e la densità uguale a quello delle pesche (di sciroppo) allora avrò messo la quantità giusta di zucchero”. 

Ovviamente ci sono anche bambini che riescono a strutturare un progetto con punti di controllo relativi alla quantità di zucchero e considerazione di alternative.

Ale. Ad.

“Potremmo mettere in ogni bicchiere un po' di cucchiai di zucchero tenendo conto che se un cucchiaio colmo pesa tra i 12 e i 15 g nel sacchetto ci sono circa 9 – 10 cucchiai.

Potremmo usare, inizialmente, un solo bicchiere con 150 ml di acqua e 3 cucchiai di zucchero e poi assaggiare per sentire se la dolcezza dello sciroppo è uguale a quella di ieri delle pesche.

Dovremmo fare un punto di controllo come nel diagramma di flusso: “Lo sciroppo è della dolcezza giusta?” se non lo è aggiungiamo altri cucchiai, magari 2...Se invece fosse troppo dolce prenderei un altro bicchiere e ripeterei l'esperimento con meno cucchiai...”.

· Si chiarisce la necessità di arrivare a ricette precise e si attuano, a coppie, gli esperimenti.

L’insegnante considera questo momento importante come sperimentazione degli effetti della variazione del rapporto sul fenomeno. Infatti si nota che i bambini sono molto attenti ai dati osservativi che mettono in evidenza cosa cambia nella soluzione nell'aggiungere lo zucchero: ciò dovrebbe portare a far capire come la matematica (il numero dei cucchiai, la misura dei grammi) cambia il fenomeno (nell’effettuare gli esperimenti è consentito l'assaggio). Ovviamente alla fine dell'esperimento ogni coppia produce una ricetta (si è pesato un cucchiaio di zucchero in precedenza e si è visto che corrisponde a 15 grammi circa ) precisando i grammi di zucchero che ha messo in 150 ml di acqua.

· Segue il confronto fra tutti i barattoli contenenti gli esperimenti prodotti (Allegato 23) (posati su un tavolo: su ogni barattolo gli sperimentatori hanno scritto la quantità di zucchero utilizzata).

Consegna individuale scritta: scrivi cosa c'è di uguale e di diverso nei risultati degli esperimenti che vedi sul tavolo. 
I bambini non riescono a gestire completamente il confronto, infatti:

· alcuni considerano una sola caratteristica

Per esempio Andrea considera solo il livello dell'acqua nei bicchieri: 

“ci ha più acqua solo perché ci abbiamo messo più quantità di zucchero rispetto agli altri (sottinteso: esperimenti)”.

· alcuni confrontano solo un bicchiere con tutti gli altri non riuscendo a gestire globalmente la situazione.

Vladimir: “quello con 14 e ½ cucchiai non è uguale agli altri barattoli perché intanto l'acqua è più ingiallita, seconda cosa il suo livello d'acqua è superiore degli altri barattoli mentre tutti gli altri barattoli hanno la stessa quantità di livello d'acqua e lo stesso colore cioè trasparente incolore”.

· alcuni confrontano senza correlare esplicitamente i cambiamenti quantitativi a quelli qualitativi

Francesca definisce i criteri sulla base dei quali potrà dichiarare raggiunto lo scopo dell’esperimento (la trasparenza, il colore, il livello diverso del liquido nei barattoli, la densità) ma non mette in relazione tali criteri con la quantità di zucchero.

Ma alcuni bambini correlano il cambiamento quantitativo con il cambiamento qualitativo esplicitando la relazione.
Gaia

“Di diverso ho notato che c'è il colore, più zucchero c'è più lo sciroppo è trasparente colorato. Di diverso c'è anche il livello dell'acqua che cambia a seconda della quantità di zucchero. Anche la densità è diversa più c'è zucchero più è denso.

Di uguale c'è che lo sciroppo è sempre trasparente, anche se il colore dell'acqua cambia, tutti i contenitori hanno lo sciroppo che è trasparente (lo si capisce perché ci si vede attraverso).

Di diverso c'è anche la quantità di zucchero nello sciroppo (ovviamente, è proprio la quantità dello zucchero che fa cambiare livello, colore e densità dello sciroppo)...”

E Ale. Ad. collega con la dolcezza:

“Anche se non la posso vedere anche la dolcezza sarà diversa”.

Nel momento del confronto, infatti, i bambini non possono assaggiare, possono solo osservare e dedurre dai dati osservativi e dalla ricetta scritta sui barattoli il collegamento con la “dolcezza”.

Ci si rende conto dell'assoluta soggettività del giudizio sulla somiglianza allo sciroppo originale (ogni coppia ritiene di essere depositaria della ricetta) ed occorre cercare subito una ricetta (fornita da un'insegnante della classe) da cui ricavare le dosi per produrre la quantità di sciroppo necessario per i barattoli di pesche di tutta la classe. 

In tal modo c'è una variazione rispetto a quanto progettato e l'adattamento della ricetta alla situazione classe è proposto prima della situazione sproporzionata.

· Situazione problematica di adattamento della ricetta (Allegato 24)
Adattamento della ricetta portata dalla maestra (500 g di zucchero per un litro di acqua) per zuccherare la quantità di acqua necessaria (3 litri)  alla classe

Nella risoluzione della situazione problematica tutti i bambini si riferiscono al rapporto esterno (acqua/acqua , zucchero /zucchero ), i pochi che provano ad utilizzare il rapporto interno (acqua ricetta/zucchero della ricetta e acqua per la classe/zucchero per la classe) non riescono a gestirlo.

Esempi di risoluzione:

· basata sul rapporto esterno

Vladimir: “se sono 3 volte più grandi i litri allora lo deve diventare anche il mezzo chilo di zucchero”.

· riferita al fenomeno

Aurora: “visto che i litri si sono moltiplicati anche lo zucchero dovrà essere moltiplicato le stesse volte dell'acqua se no la ricetta verrebbe sbagliata e ci sarebbe tantissima acqua e pochissimo zucchero”. 

1) riferita ad una tabella in cui il ragionamento proporzionale si sviluppa in parallelo fra acqua e peso partendo dalla situazione della ricetta e arrivando a quella della classe

DC

	CAPACITÀ
	PESO
	CALCOLI

	1 litro
	mezzo chilo
	hai già la ricetta non ne devi fare

	2 litro
	1 kg
	1  + 1   = 2 litri      mezzo kg + mezzo kg = 1 kg

	3 litro
	1 kg e mezzo
	2  + 1  = 3 litri    1 kg + mezzo kg = 1 kg e mezzo


in 1 litro c'è mezzo kg e quindi devo usarlo tutte le volte.

· Consegna individuale (Allegato 25): confronto fra la ricetta e un esperimento fortemente sproporzionato per mettere in rilievo il rapporto interno (acqua/zucchero) (posticipata rispetto alla tabella 

· Bambini in cui emerge l'attenzione al rapporto interno 

Ale.Al.: “la dose della maestra ha più quantità di zucchero e quindi è sicuramente più dolce.

Insegnante: convincimi che è più dolce (l'insegnante vuole che continuino a controllare con il riferimento al fenomeno)

Il mio ragionamento è fare una divisione facendo così mettere nella divisione i 1000 ml della (acqua della ricetta della maestra ) maestra dividendoli per i grammi di zucchero (zucchero nella ricetta della maestra)

1000 = 500 x 2

Io ho fatto la divisione e ho visto che il tentativo per trovare il risultato è 2.

Lo zucchero sta 2 volte nell'acqua.

Insegnante: È la stessa cosa dell'esperimento? (l'intervento è necessario perché la bambina non arriva da sola alla conclusione)

No è l'acqua che è la metà dello zucchero”.

· Bambini che lavorano sul rapporto esterno acqua/acqua e ricercano in esso l'invarianza fra ricetta ed esperimento

Ale.Ad.: “...trovo quante volte l'acqua del nostro esperimento sta nella ricetta “vera”.... ora per vedere se vanno d'accordo devo vedere che anche il nostro zucchero deve stare 6,66 volte circa nello zucchero della ricetta vera...Lo zucchero del nostro esperimento sta solo 2 volte nella ricetta “vera” perciò il nostro esperimento non va d'accordo con la ricetta “vera” perché è più dolce il nostro esperimento” (allegato intero protocollo) 

Interessante come Ale. Ad. nella conclusione ritorni alle conseguenze nel fenomeno del variare del rapporto.

· Bambini che riferiscono la relazione alla differenza

DA: “non vanno d'accordo perché in realtà sarebbe giusta quella della maestra.

Insegnante: Va bene quella della maestra dice 1000>>>>500

                    la nostra                                        150>>>>>300

Insegnante: perché non vanno d'accordo?

non vanno d'accordo perché 1000 ml sono di più eppure non c'è tanta differenza di zucchero”. 

· Quando la rappresentazione grafica contrasta il fenomeno.

Vladimir: “nella ricetta della maestra ho fatto a metà (si riferisce al seguente disegno)



1000 ml



zucchero

e quindi c'è una parte per l'acqua e una parte per lo zucchero cioè è la metà dei 1000 ml cioè del litro, mentre nella ricetta dell'esperimento con 20 cucchiai ho fatto 3 parti ... però io questa rappresentazione non posso farla perché più aggiungo zucchero più l'acqua aumenta ...

- Quando il grafico è strumento risolutivo

Francesca: “Io provo a capirlo facendo il grafico se riesco ad unire i punti all'angolo esterno dei rettangoli con una linea allora le quantità vanno d'accordo”. (Allegato 26):

Devo fare una linea spezzata per unire i puntini quindi la ricetta della maestra non va d'accordo con l'esperimento”.

Francesca usa autonomamente la retta di proporzionalità che è stata proposta dall'insegnante in attività precedente
 .

· Discussione: si discutono strategie utilizzate.

Nella discussione si confronta la strategia basata sul rapporto interno (acqua/zucchero), con quella basata sul rapporto esterno (acqua/acqua, zucchero/zucchero).

Si evidenzia la necessità di mantenere il rapporto interno correlando le variazioni dello stesso al cambiamento delle caratteristiche del fenomeno: c’è un’evidente ripresa dell’attività operativa realizzata durante gli esperimenti.

Stralcio discussione

	30
	ins
	allora Alessia ha detto che si deve mantenere il rapporto acqua/zucchero, perché?

	31
	LR
	cambia il gusto


collegamento al fenomeno 

	35
	Matteo
	come abbiamo fatto l'altra volta quando abbiamo fatto gli esperimenti che per qualcuno sembrava giusto metterci 2 cucchiai e mezzo e per altri 5

	36
	ins
	come abbiamo fatto negli esperimenti dove abbiamo sempre cambiato la relazione acqua/zucchero

	37
	Matteo
	lì eravamo liberi

	Matteo ricorda quando sperimentavano il variare del rapporto nel fare gli esperimenti per riprodurre lo sciroppo assaggiato


	41
	Federico
	si deve fare a metà lo zucchero perché altrimenti si alza di livello

	47
	ins
	allora alzarsi di livello è una conseguenza di che cosa?

	48
	LV
	del mettere lo zucchero


· Verifica individuale (Allegato 27): a causa dell'inserimento di un nuovo alunno si devono preparare 150 ml di sciroppo necessari per produrre il barattolo di pesche sciroppate.

Si propone la situazione problematica (quanti grammi di zucchero occorre mettere nei 150 ml necessari per il barattolo per Tyron?) 

Questa volta tutti i bambini risolvono la situazione problematica considerando:

· il rapporto esterno

Gaia: “Dopo aver trovato le volte che 150 ml sta in 1l, 500 g, cioè la quantità di zucchero che la maestra ci ha detto lo divido per le volte. Il risultato della divisione sono i grammi che dobbiamo mettere nel contenitore di Tyron per fare le pesche sciroppate (circa)”.

· il rapporto interno

Matteo: “In 150 ml d'acqua ci va 75 g di zucchero perché abbiamo visto che nella ricetta della maestra lo zucchero è la metà dell'acqua e 75 è la metà di 150”.

- schemi in cui si gestiscono in parallelo i due ingredienti

Ale.Ad.: “Se in 1000 ml ci vanno 500 g

           500 ml ci vanno                 250 g

           250 ml                               125 g

           150 ml                                25 g per questo invece di fare la metà che venivano troppo pochi ml ho tolto 100”.

Alessia non gestisce correttamente fino alla fine il lavoro in parallelo su acqua e zucchero e, anche se implicitamente si riferisce alle “volte”, non lo esplicita nella verbalizzazione del ragionamento.

Nella discussione (Allegato 28) che segue si cerca di portare i bambini a giustificare la propria strategia per portarli ad esplicitare la necessità dell’invarianza dei rapporti.

· Costruzione del grafico utilizzato da Francesca e commento.

Si propone la strategia di Francesca per rappresentare graficamente la sproporzione degli esperimenti rispetto alla ricetta e si chiede un commento. Dai commenti emerge il diverso livello di maturità dei bambini nel cogliere la relazione. L'insegnante non aveva previsto di introdurre l'uso della retta di proporzionalità per risolvere il problema in quanto lo riteneva uno strumento accessibile in attività condotta frontalmente, ma troppo difficile da gestire autonomamente da parte dei bambini
.

Bilancio dell'attività rispetto agli obiettivi dichiarati

I tempi non sono stati rispettati per il confronto delle ipotesi progettuali iniziali, per la verifica imprevista legata all'arrivo in classe del nuovo compagno e per il lavoro finale di socializzazione del grafico usato da Francesca (circa 2 ore).

Il riferimento percettivo è diverso da quello del contesto precedente, ma molteplice in quanto ci sono molti dati osservativi, nella soluzione, che variano con il variare della quantità di zucchero.

I bambini sono molto attenti all'aspetto qualitativo ma non tutti, però, lo correlano al cambiare della relazione a livello quantitativo.

La sperimentazione della variazione quantitativa correlata a quella qualitativa chiarisce il rapporto interno. Il rapporto interno fra acqua e zucchero risulta tuttavia difficile da esplicitare: non è un semplice “quante volte”, come quello della testa nel corpo, ma è un rapporto fra grandezze non omogenee. L’insegnante lo ha introdotto, essendo, in classe quinta, nella fase finale del percorso previsto nella Premessa, proprio per analizzare le difficoltà dei bambini nel gestirlo.

Nella verifica finale i bambini usano le due modalità di rapporto, ma non sono ancora tutti pronti per argomentare sulla relazione probabilmente perché non sono ancora tutti consapevoli della necessità dell’invarianza del rapporto.

Le parole sono usate per descrivere il fenomeno mettendo in relazione qualità (“troppo zucchero per poca acqua”), per dare giudizi globali sull'adeguatezza o sull'inadeguatezza (“andare d'accordo o no con la ricetta”), per quantificare in modo indeterminato (“mettere un po' di zucchero ogni volta”), per costruire un parallelismo fra i due elementi (“più zucchero c'è più lo sciroppo è trasparente colorato”).

Osservazioni conclusive sulla Fase 2

La costruzione dei significati continua nella Fase 2, ma, cambiando il contesto, ci sono momenti in cui perdono il controllo anche bambini (come Ale. Ad.) che apparivano sicuri nell'usare rapporto interno e rapporto esterno. 

Diventa difficile riferirsi alle volte e il rapporto interno non si “vede” neanche con numeri facili.Si è osservato però che sperimentare il rapporto acqua/zucchero e giudicare la situazione sproporzionata chiarisce la relazione e porta alla consapevolezza delle regolarità che, se non rispettate, cambiano il fenomeno. 

L'operare su grandezze non omogenee porta a lavorare in parallelo su acqua e zucchero.

I bambini che operano in parallelo (come Ale. Ad.) usano i150 ml come se fossero bicchieri con cui riempiono (o svuotano) la brocca da litro mettendo per ogni bicchiere tot grammi di zucchero. In questo modo l'aderenza al fenomeno rende superfluo esplicitare le “volte”. 

In discussione si chiariscono i significati di contenenza e partizione sintetizzati negli schemi in cui si opera in parallelo.
Fase 3

In quest’ultima fase si introduce il gioco della roulette  con un’unica attività che viene sinteticamente descritta nella tabella seguente.

	Attività
	Obiettivi
	Analisi didattica (a priori)

	1. Proposta del gioco della roulette

Si punta su un solo numero: si propongono due situazioni da giudicare (una “equa”ed una no).

2. Si continua a giocare introducendo le altre modalità di gioco.

3. Si analizza ciò che è successo e si propone un  cambiamento nel modo  di calcolare le vincite in relazione alle puntate (fortemente sproporzionato) e si richiede un giudizio su tale nuova modalità.

4.Discussione.

5.Verifica: proposta di situazione di falsa proporzionalità.

Tempo: 5/6 ore senza considerare il tempo per il gioco.
	L'obiettivo è individuare il livello di ingresso in situazione proporzionale più astratta rispetto alle precedenti.

L'obiettivo è far sperimentare diverse modalità di gioco (in cui varia il rapporto casi possibili/casi favorevoli). 

L'obiettivo  dell'analisi è riflettere sulla frequenza.

L'obiettivo della situazione sproporzionata è esplicitare la relazione.

Lo scopo della discussione è costruire la consapevolezza della relazione casi favorevoli/casi possibili che si deve mantenere nel rapporto fra puntate/vincite.

Obiettivo della situazione di falsa proporzionalità: vedere se c'è attenzione solo alla relazione fra i numeri (“x è il doppio di y nella prima situazione, allora deve essere il doppio anche nella seconda” ) perdendo di vista il significato, per cui gli schemi evidenziati nelle attività precedenti vengono applicati senza controllo  (mantenere le volte, quindi se qualcosa è doppio continuare a raddoppiare.)
	Si ritiene che alcuni bambini possano cogliere l'invarianza del rapporto casi favorevoli/casi possibili con il rapporto soldi puntati/vincita prevista, ma che la maggior parte ragioni solo nel parallelo  soldi puntati/vincita. Si ritiene inoltre che alcuni bambini ragionino sul fenomeno articolando in altro modo la previsione, per esempio riferendosi al loro interesse del momento (voglio vincere di più non mi interessa quanto punto).

La situazione sproporzionata dovrebbe consentire ai bambini di esplicitare. Da qui alcuni potrebbero considerare il rapporto casi favorevoli/possibili.

Ci si aspetta che solo una minima parte arrivi ad esplicitare la necessità dell'invarianza del rapporto puntata/vincita per stabilire una situazione equa.

Ciò dovrà essere costruito in discussione.

Si prevede che alcuni bambini vengano distratti dal fenomeno dalla facile correlazione numerica proposta e perdano di vista il fenomeno.


Analisi a posteriore e eventuali variazioni in itinere 
Si propone una situazione “sporca” su cui ragionare non sul puro rapporto casi favorevoli/casi possibili, ma sulla ragionevolezza (nel gioco della roulette) di mantenere l'invarianza del rapporto casi favorevoli/casi possibili nel rapporto puntate/vincite. Ciò al fine di consentire ai bambini di riferirsi ad una situazione concreta in cui è ciò che interessa al singolo a contare più che l’analisi “teorica” sulla probabilità.

· Consegna individuale:

Ognuno di noi sa che potrà puntare 10 punti e vincerne 360 se esce il numero su cui hai puntato oppure puntarne 20 e ottenerne 600. 

Ricorda che i numeri sono 36.

Quale delle due proposte è più favorevole? perché? 

Nell'attività d'avvio nessuno dei bambini esplicita la necessità di mantenere il rapporto fra casi favorevoli/casi possibili per avere un rapporto puntata/vincita conveniente. Colgono come necessario mantenere il rapporto con la prima relazione puntata/vincita (puntare 10 per vincere 360) probabilmente perché è facilmente riferibile al rapporto puntata/vincita che si è sempre usato nel corso del gioco (puntare 1 per vincere 36) ) o forse perché sono i soli dati numerici presenti nel testo.
Alcuni bambini nell'analizzare la relazione hanno difficoltà, Manuel ritorna ad usare la differenza, gli altri confrontano il 10 con il 20 e poi il 360 con il 600 e vedono che il rapporto non si mantiene (non sempre doppio – metà) dando per scontato che occorra mantenere il rapporto fra 10 e 360 che intuitivamente relazionano al rapporto 1/36 fra puntata e vincita che conoscono, avendo già giocato. Solo due bambine (Francesca e Giulia) accennano all'esplicitazione di tale riferimento.

Ecco come si riferisce a ciò Francesca:

Francesca: “La proposta più favorevole è la prima (punti 10 punti e vinci 360) perché so che i numeri sono 36. ...”
Negli elaborati si evidenziano alcuni comportamenti (Allegato 29) :

· Fermarsi a considerare che in una proposta ci sono più punti da vincere, senza valutare la relazione puntata/vincita

LV: “Secondo me la proposta più favorevole è la n. 2 perché anche se punti più punti di prima il premio è più alto...”

· Confronto fra 10 e 20 (maggiore – minore): riferimento al fenomeno (“spreco” dei punti)

Ale. Al.: “...la proposta più favorevole è la 1^, perché con una cifra minore puoi prendere più punti.

Insegnante: spiega meglio confrontando con la seconda

... se scegli la 2^ sprechi più punti”

· Confronto attraverso la differenza

Manuel: “...dalla prima alla seconda 10 a 20 c'è soltanto 10 di punti di differenza invece da 360 a 600 ricevi 240 punti di differenza allora per me è più favorevole la seconda”.

· Rapporto puntata/vincita (rapporto esterno fra le puntate – facile da cogliere – che si vede facilmente che è mantenuto nelle vincite)

Matteo: “ con la prima punti 10 punti e ne vinci 360 e con la seconda ne punti 20 punti il doppio ... ma ne vinci solo 600 perché il doppio di 360 è 720 e quindi anche se vinci più punti è favorevole la prima.”

· Rapporto puntata/vincita (rapporto interno fra puntata/vincita diversa nelle due situazioni)

Ale. Ad.: “Facendo alcuni calcoli a mente ho visto che 10 punti nel 360 ci stanno 36 volte, mentre 20 punti nel 600 ci stanno 30 volte. Quindi per me la più favorevole è la 1^”.

· Sperimentazione del rapporto: per diverso tempo (5 o 6 volte) i bambini sperimentano il gioco ed i diversi rapporti puntata/vincita (scritti sulla scatola del gioco) che variano in relazione al variare delle probabilità di uscita. Dopo un po' di tempo si fa il bilancio e si verifica che ciascun gruppo, anche quello che ha vinto di più, ci ha rimesso andando in perdita (sono i gruppi che tirano fuori i punti per giocare e che incamerano le vincite, per cui anche se singolo vince gli altri perdono ed è facile andare in perdita).

· Proposta di situazione fortemente sproporzionata (Allegato 30)
A questo punto l'insegnante propone un altro modo di puntare (fortemente sproporzionato) e chiede il giudizio sulla proposta.

La proposta “giusta” contenuta nel gioco della roulette è:

con rosso/nero e pari/dispari e passe/manque se si punta 1 si vince 2, 

per il carré (fiche su 4 numeri) se si punta 1 si vince 9, 

per cavallo (fiche su due numeri) se si punta 1 si vince 18, 

per il numero singolo se si punta 1 si vince 36.

La proposta sproporzionata della maestra è:

con rosso/nero e pari/dispari e passe/manque si vince 20, 

per il carré si vince 9 (volutamente si mantiene un elemento)

per cavallo si vince 10, 

per il numero singolo si vince 5.

· Alcuni bambini si riferiscono al fenomeno ed al vantaggio di chi gioca per cui è comodo rovesciare la regola.

DC: “... va bene perché ... ci sono più probabilità di vincere perché si possono puntare 18 numeri e vincere di più ... Quindi mi va bene perché come ho già detto con più probabilità si vince di più. ...”

· In alcuni casi distinguono chiaramente il piano del vantaggio di chi gioca da quello delle regole della probabilità.

Gaia: “... se guardi dal punto di vista in cui vuoi vincere tanto e più facilmente, ci “guadagni” tipo, perché hai più probabilità di vincere.

Se invece lo guardi da un altro punto di vista è sbagliato, perché con il numero singolo dovresti vincere 36 volte la puntata...”

· Altri considerano le regole della probabilità.

Ale. Ad.: “Io penso che non sia equo vincere 20 volte la puntata in rosso, nero, ecc. e vincerla 5 volte nel numero singolo perché ci sono più possibilità di vincere scegliendo rosso, ecc. che un singolo numero. Se è più probabile vincere si vince meno, mentre invece se è raro la posta in gioco è più alta...”

· Lavoro di gruppo

Si prepara la discussione con un lavoro di gruppo per preparare la discussione.

Nel lavoro di gruppo (Allegato 31) i bambini distinguono i due piani (quello della probabilità e di ci vuole vincere facilmente) ed emerge il riferimento al fenomeno (“va contro le regole del gioco perché ad esempio se,  dove giocano con i soldi, le persone vincono facilmente andrebbero in fallimento”), alle regole della probabilità e alla frequenza delle uscite sperimentate durante il gioco.

· Discussione (Allegato 32)

Si pone la questione in discussione e per l'insegnante è molto difficile evidenziare l'invarianza del rapporto casi favorevoli/casi possibili con il rapporto puntata/vincita e solo metà della classe è coinvolta attivamente nella discussione.

I bambini sono sicuri del fatto che se c'è più probabilità devi vincere meno.

14, DA: “...visto che è molto difficile azzeccare un singolo numero bisognerebbe vincere di più...”.

19, LR: “In effetti quando abbiamo fatto tutti questi tiri solo una volta o due volte è uscito il numero che puntavano e quindi sarebbe molto meglio dare più punti ai numeri che non escono mai che darli a quelli che escono sempre”

Frequenza e probabilità basata sul rapporto casi favorevoli/casi possibili vengono correlate.

Alice introduce il riferimento al fenomeno emerso nei gruppi e li altri la seguono.

54, Alice, turno 54: “... il banco se si gioca così che quando esce rosso nero o pari dispari che vinci tanto il banco può andare in perdita”.

59, Debora: “Rimani senza punti”.

60, LR: “Se tutti puntassero rosso nero o pari dispari il banco andrebbe facilmente in perdita perché tutti avranno una grossa possibilità di vincere tanti punti”.

Gli interventi precisano il riferimento al fenomeno che rende accessibile l'analisi dal punto di vista della probabilità e alla fine Ale. Ad. conclude.

62, Ale.Ad.: “Bisognerebbe far valere più punti la puntata su un numero solo perché non esce così spesso come pari e dispari e rosso e nero”.

Ed Gaia chiarisce la logica della regola.

73, Gaia: “Quelli che hanno il casinò guardano le probabilità che hai per vincere e se ne hai tante ti danno poco invece se ne hai poche ti danno tanto”.

A questo punto l'insegnante riprende l'intervento di Gaia per precisare, alla lavagna, la possibilità di vincita e quanto si vince.

“...Nel caso del numero singolo 1 su 36 vinci 36 volte

Nel caso del cavallo 1 su 18 vinci 18 volte

Nel caso del carré 1 su 9 (si fanno i conti con i bambini) vinci 9 volte

Analizziamo allora cosa ha detto chi ha detto più probabilità meno si vince, la probabilità abbiamo visto che va d’accordo con cosa?”.

77, Ale. Ad.: “devono andare d’accordo la probabilità e la vincita”.

79, Insegnante: “...Riesaminate in che cosa devono andare d’accordo: perché non perda il banco invece di stare 100 anni a fare le crocette come dice DC: cosa manca in ciò che ho scritto prima?”.

80, Andrea: “La puntata”.

L'elemento inserito da Andrea permette di evidenziare l'uguaglianza dei rapporti: si inseriscono nella tabella le puntate e con LR si arriva alla conclusione.

84, LR: “Che la probabilità con la vincita vanno d’accordo perché se hai 1 probabilità su 36 vinci 1 su 36 si si mantiene il rapporto far probabilità e vincita”.

Conclusa la discussione si chiede un riscontro individuale per verificare quanto è stato costruito socialmente. 

· Verifica individuale scritta (Allegato 33) su ciò che è rimasto della discussione

Consegna: scrivi perché la proposta della maestra era sproporzionata.

· Due bambini usano l'ordinamento per individuare il non mantenimento dell'invarianza.

Federico trova che nell'ordine delle vincite il carré è fuori posto.

Giulia individua globalmente una situazione senza un ordine specifico:

 “...perché è così: 5, 10, 9, prima sale come ordine e poi scende e poi risale. Non aveva senso perché se il cavallo era il doppio del numero singolo il carré doveva essere il doppio del cavallo e rosso-nero ecc. il doppio del carré ma non è così”.

· Alcuni individuano l'invarianza senza chiudere esplicitamente l'argomentazione

Manuel: “La proposta della maestra era sproporzionata perché la maestra punta sulla vincita però non puntava sulla probabilità di vincere infatti nella discussione abbiamo parlato anche della percentuale di vincita per esempio se punti rosso o nero ci hai il 50 % di vincita perché ci sono sia che 18 rossi sia 18 neri e 18 è la metà allora hai il 50% di vincita cioè è come se avessi 1 su 2 probabilità di vincere”.

· Ma altri argomentano sulla relazione: alcuni come Gaia sono molto analitici.

Gaia: “... se fosse proporzionata, la probabilità e la vincita andrebbero d'accordo: ad esempio nella proposta della maestra, puntando 1 numero singolo la possibilità era 36, ma la vincita è 1/5 e dovrebbe essere 1/36!...”

Altri precisi come Francesca, che parte da una affermazione generale: 

“Le probabilità che hai puntando qualcosa devono essere in rapporto con i punti che si vincono”

che prosegue con le esemplificazioni, mettendo in relazione le varie situazioni: 

“...Se tu punti qualcosa, ad esempio il cavallo che ha il doppio di probabilità di vincere rispetto al puntare un numero singolo, devi vincere la metà”. E conclude: “...Le probabilità e le vincite devono mantenere il rapporto”.

Infine c'è chi dimostra la padronanza della situazione riferendosi al fenomeno come Ale. Ad.: 

“La proposta della maestra era sproporzionata perché non si manteneva il rapporto fra probabilità e vincita tranne che per il carré. Infatti a seconda della probabilità si vince: probabilità ½ vincita ½. Era sproporzionata perché più probabilità si ha meno si vince e nella proposta della maestra non è così. Con la proposta della maestra poteva andare anche il banco in perdita perché se è facile vincere e si vince spesso e si guadagna tante volte la puntata il banco deve dare molti soldi, mentre se si vince quasi mai come il numero singolo si danno grandi somme poche volte. Così il banco tutte le volte guadagna e solo raramente deve dare i soldi vinti ai giocatori”.

Bilancio dell'attività rispetto agli obiettivi dichiarati

Il contesto più astratto crea maggiore difficoltà: nella consegna di avvio nessuno esplicita la necessità dell'invarianza del rapporto e qualcuno ritorna al confronto con la differenza.

La sperimentazione del variare del rapporto, nel gioco, mette in contatto con il fenomeno e ciò si vede nelle consegne successive in cui i bambini tengono conto della frequenza degli eventi.

La situazione sproporzionata porta ad esplicitare la relazione anche se ciò non avviene allo stesso livello in tutti i bambini, infatti, alcuni riescono ad appropriarsi della situazione solo nel lavoro di gruppo e nella discussione.

Il lavoro di gruppo porta input non previsti dall'insegnante che sono collegati al fenomeno (“mi piace vincere facile”, “se no il banco va in perdita”...), ma emerge anche il “punto di vista della probabilità”.

Nella discussione l'insegnante forza per portare alla consapevolezza della relazione casi favorevoli/casi possibili che si mantiene nel rapporto puntate/vincite.

I bambini considerano frequenza e probabilità, ma alcuni rimangono tagliati fuori dalla discussione finché il riferimento al fenomeno non li avvia alla comprensione della relazione. Nella verifica finale tutti si riferiscono agli elementi della relazione, ma non tutti riescono ad argomentare sulla relazione.

Le parole non descrivono ma individuano la necessità del parallelismo fra i due elementi della relazione: “con più probabilità si vince di più”.

La descrizione chiarisce il rapporto casi favorevoli/casi possibili (vedi elaborato DA relativo al carré, Fase 3 ultima consegna) e la situazione sproporzionata.

I tempi sono stati rispettati.
Osservazioni conclusive sulla Fase 3

Nella Fase 3 il contesto più astratto mette in crisi i bambini e solo in costruzione sociale nella quale si fa riferimento diretto al fenomeno, i bambini sono in grado di vedere l'invarianza del rapporto.

Questa è anche la fase in cui, nella classe, si estende l'argomentare sulla relazione. E ciò è considerato dall’insegnante un segno della consapevolezza del cogliere le relazioni di proporzionalità. Tuttavia sono presenti diversi livelli: in alcuni bambini manca l'esplicitazione della relazione e non riescono ad argomentare, alcuni non chiudono l'argomentazione. Questo non consente di affermare di aver raggiunto pienamente gli obiettivi proposti.

. 

Situazione di falsa proporzionalità

L'insegnante propone una situazione additiva (con “relazione trabocchetto”) connessa alla situazione di gioco e dopo un paio di settimane (perché non mettano subito in relazione le due situazioni problematiche) quella “classica” di falsa proporzionalità.

Consegna situazione additiva contestualizzata.

Nel gioco della roulette un gruppo ha vinto 16 punti, l'altro ha vinto 4 punti. Per entrambi bisogna considerare i punti spesi per giocare che sono uguali per i due gruppi: sono 12 punti.

Alla fine quanti punti verranno assegnati al primo e al secondo gruppo?

Consegna falsa proporzionalità classica.

Mario ha 4 anni e sua sorella Anna ne ha 7. Quanti anni avrà Anna quando Mario avrà 8 anni? 

Nella prima situazione solo una bambina con attestazione di handicap è ingannata dalla relazione “trabocchetto” (fare, per il secondo gruppo, ¼ dei punti del primo gruppo)  del , nella seconda situazione solo un bambino usa la relazione “trabocchetto” (duplicare gli anni di Anna) per risolvere il problema.

Ci sono diverse modalità di approccio alle due situazioni problematiche (Allegato 34).

· Alcuni bambini si riferiscono alla differenza

Per la prima consegna considerano la necessità di coprire la spesa, per la seconda che:

 “fra i due bambini ogni volta che crescono la diversità della nascita resta uguale”

· Altri esplicitano la perdita dei punti nel primo caso e la distanza nel tempo nel secondo.

LR: “... visto che so la distanza dagli anni che ha Mario agli anni che avrà, ce li aggiungo...”.

· Altri ancora pensano ai punti spesi e agli anni che passano.

Ale. Ad.: “... Mario ha 4 anni in più rispetto a prima quindi anche Anna ne ha 4 in più”.

· Alcuni bambini prendono in considerazione la relazione “trabocchetto” ma non cadono nel tranello

Gaia scrive che 8 è il doppio di 4, ma poi cancella, senza che ci siano stati interventi da parte dell'insegnante, e considera quanto manca da 4 a 8 e che è ciò che occorre aggiungere ad Anna perché: “... anche lei come Mario ogni anno compie gli anni!”

LV scrive: “...vedo subito qualcosa, vedo che 8 è il doppio di 4 allora ne avrà 14 perché 14 è il doppio di 7 (mette fra parentesi l'ultima frase senza alcun intervento da parte mia e rifà) ma Anna è più grande di 3 anni allora se fai 8 + 3 = 11”.

Debora nella prima situazione sembra considerare, in modo molto confuso, una relazione “trabocchetto”:

 “Secondo me al primo e al secondo gruppo verranno assegnati solo 6 punti ciascuno perché la metà di 12 è 6 quindi 6 punti il primo gruppo e 6 punti il secondo gruppo”. 

Nella seconda situazione la bambina si costruisce uno schema che le fa controllare i significati presenti nella situazione, perché viene visualizzato il mantenimento della differenza degli anni fra Mario ed Anna.

“Per sapere quanti anni avrà Anna quando Mario avrà 8 anni faccio così:

    3 anni di differenza

4                                  7

anni                           anni

Mario                         Anna

4 +                            8 +

4=                             3 =

8                              11 

anni che ha              anni che avrà Anna quando Mario avrà 8 anni

Mario (adesso)

Quando Mario avrà 8 anni Anna avrà 11 anni”.

Vladimir è l'unico bambino che cade nella falsa proporzionalità per risolvere il secondo problema (nel primo caso usa la sottrazione senza spiegare il ragionamento): 

“...visto che 4 (scrive il doppio poi lo cancella) se tu lo aggiungi ancora una volta viene 8 e 8 è quanti anni avrà Mario allora se ho fatto il doppio per gli anni di Mario lo faccio anche per Anna cioè 

7 (gli anni di Anna) + 7 (per quanto aggiungo) = 14 anni quando Mario ne avrà 8

Anna quando Mario avrà 8 anni Anna ne avrà 14”.

· Nella discussione(Allegato 34) successiva si cerca di analizzare cosa è successo a Vladimir.

	6
	Andrea
	perché poi non è che devi ...anche se Mario poi dopo 4 anni ha 8 anni tu non devi fare il doppio anche per 7 ma devi solo aggiungere i 4 anni ai 7

	7
	LR
	non è giusto perché Mario visto che prima  ha 4 anni e arriva a 8 anni non è che Anna essendo che ci sono 4 di differenza fra i 4 di Mario e l'altra età che avrà non è che quella che Anna avrà non è che in quei 4 anni che ci sono cresce di più negli anni sono uguali a quelli di Mario

	LR per controllare si è riferito al fenomeno: agli anni che non possono passare più velocemente

	9
	Francesca
	la differenza con il passare del tempo fra gli anni di Mario e gli anni di Anna deve essere sempre la stessa e non può cambiare infatti se da 4 anni di Mario e dai 7 anni di Anna e di 4 di Mario ci sono 3 anni di differenza e questi 3 anni si devono mantenere

	Francesca esplicita chiaramente

	10 
	DA
	non si può fare perché Mario quando avrà 8 anni non è che Anna ha 7 anni + 7 anni perché passano solo 4 anni quindi dovremmo aggiungere solo i 4 anni agli anni di Anna

	12
	Andrea
	che forse Vladimir avrà fatto così perché siccome Mario aveva 4 anni e da 4 anni ad arrivare a 8 anni servono ancora 4 anni, avrà visto che la metà di 8 è 4 e allora avrà pensato che anche per gli anni di Anna è sempre il doppio però non ha tenuto conto che Mario ha 4 anni quindi se ci aggiungi 4 viene il doppio di 4 mentre Anna se ci aggiungi 4 non è che viene il doppio 

	13
	Gaia 
	volevo dire due cose la prima volevo rispondere ad Andrea perché secondo me invece Vladimir ha tenuto conto che Mario ha 4 anni perché se no non avrebbe detto che 8 sono il doppio di 4 anni poi volevo dire che non è giusto perché si deve mantenere la stessa relazione fra le due età che è la differenza quindi di 3 anni e poi volevo dire l'ultima cosa che anche io all'inizio ...anche a me era venuta in mente la stessa strategia di Vladimir però poi ho visto ho capito che non era giusta anche perché l'ho controllata nello stesso modo in cui l'ha fatta lui e poi l'ho controllata normalmente quindi ho capito che non è giusta

	si evidenzia l'errore che viene controllato con il fenomeno


	22
	LR
	volevo dire che in questo caso è proprio la differenza che c'entra perché in questo caso Anna  e Manuel non è che in 4 anni Anna cresce di 7 anni

	LR interviene di nuovo per riferire al fenomeno e spiegare che in questo caso, contrariamente a tutto il lavoro fatto in precedenza, non è ragionevole raddoppiare (usare il rapporto), mentre è ragionevole mantenere la differenza


Osservazioni conclusive

In conclusione sembra che i bambini non abbiano considerato la relazione “trabocchetto” perché possiedono una forma di controllo riferendosi alla situazione problematica: si può presumere che sia il riferimento al fenomeno che evita l'uso della relazione “trabocchetto”.

Ciò emerge analizzando come i bambini spiegano la risoluzione (è sintomatico che Vladimir che cade nella falsa proporzionalità non si riferisca al fenomeno nello spiegare la risoluzione) e come, in discussione, gli altri bambini interpretano l'errore di Vladimir facendo ricorso sempre al fenomeno.

Fase finale con “ritorno a Talete”

Concluso il progetto l’insegnante ritiene opportuno, anche perché vede che i bambini fanno riferimento a quanto costruito nel progetto stesso nelle altre attività, tirare le fila del discorso per quanto riguarda la rappresentazione grafica e i formalismi
.

La scelta è di fare ciò partendo da occasioni create dal modo in cui i bambini affrontano situazioni problematiche a progetto concluso.

· Si chiarisce il significato degli strumenti grafici (Allegato 35).

In un confronto di strategie di un problema (al di fuori del progetto) in cui si rapportano costi a quantità Matteo usa l'ordinamento dei dati (trova il costo di 140 g di tavoletta di cioccolato che è € 4, sa il costo di 70 g è € 2 e per il costo intorno a 100 g, si riferisce al costo fra € 4 e € 2, che è € 3). 

Si usa tale spunto per evidenziare la funzionalità della retta di proporzionalità per ottenere maggior precisione pur mettendo in relazione costi e quantità come Matteo. 

In seguito si riprende anche il grafico usato da Francesca (Fase 2 situazione di verifica).

Infine si decide di rappresentare graficamente, il mancato rispetto dell'ordinamento cui si sono riferiti Federico e Giulia per argomentare il perché la proposta della maestra era sproporzionata (verifica della Fase 3).

· A questo punto l'insegnante ritiene opportuno chiarire l’uso dei formalismi. L’insegnante propone il modo in cui il libro di testo presenta l'aneddoto di Talete (Fase 1, attività 4 di verifica).
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Si riprendono in mano gli elaborati prodotti a maggio 2008 a cui i bambini aggiungono ulteriori spiegazioni (Allegato 36) con l'intenzione di mettere in rilievo il fatto che il libro dia una regola espressa attraverso una sequenza di operazioni che difficili da ricondurre ad un significato.

In un primo momento si pone in discussione la presentazione dell'aneddoto.

Nella discussione i bambini ripartono dal fenomeno ('inclinazione dei raggi del sole) e dalle conoscenze di Talete, (se l'inclinazione è 45° il triangolo d'ombra è metà di un quadrato), l'insegnante generalizza a casi in cui l'angolo non è 45° e i bambini si riferiscono alle “volte”. L'insegnante richiama le altre situazioni su cui ha lavorato la classe (immagini, pesche sciroppate,...) e si arriva ad esplicitare la necessità dell'invarianza dei rapporti e il fatto che in tutti i contesti si è lavorato sulla proporzione. 

È interessante notare che, per esplicitare il significato della parola proporzione, Matteo faccia riferimento proprio alle situazioni sproporzionate aiutato dagli interventi dei compagni:

· immagini deformate (background proporzionalità)

· troppo sale in poca acqua nella salamoia per le olive, (idem)

· ombre molto corte deformate

· troppo zucchero rispetto all'acqua.

Si arriva così ad una definizione provvisoria condivisa: “sproporzione è quando il rapporto non si mantiene, mentre se si mantiene si ha la proporzione”.

Infine si pone in questione l'interpretazione della formula del libro: l'insegnante pensa che emergerà solo la non significatività di tale formula, ma appena aperta la discussione l'intervento di Francesca fornisce un'interpretazione imprevista.

Francesca: “la lunghezza dell’ombra dell’albero per misurare l’altezza dell’albero dovrebbe essere uguale alla misura di esso poi se tu la moltiplichi per l’altezza della persona e poi la dividi per la lunghezza dell’ombra della persona è come se tu prendessi soltanto la lunghezza dell’ombra dell’albero perché se la lunghezza dell’ombra dell’albero è uguale all’albero allora anche la lunghezza dell’ombra della persona è uguale alla persona e se l’altezza della persona fosse ad esempio 1,40 m diviso 1,40 viene 1 quindi si farebbe la misura dell’albero per 1”.

Dopo le parole di Francesca non rimane poco spazio per discutere: lentamente l’insegnante e la classe cercano di entrare nel suo ragionamento.

Gaia obietta che ciò vale solo se il triangolo d’ombra ha l’angolo di 45 ° e allora Francesca dice che comunque si può moltiplicare l'ombra dell'albero per quanto è più grande o quante volte sta il bambino nella sua ombra. Si conclude facendo esempi con rapporti facili, in modo che anche il resto della classe capisca, riprendendo il rapporto chiodo/ombra.

Alcuni notano che, però, la formula del libro è scritta alla “rovescia” e allora si verifica che eseguire prima divisione o moltiplicazione non cambia il risultato. 

Per l'insegnante è importante far capire come il libro presenti una formula a cui occorre attribuire un significato riferendosi a quanto è stato costruito nel progetto proprio per dar ancora più valore al controllo dei formalismi attraverso il ragionamento.

6. Valutazione: 

i. Valutazione del progetto come percorso didattico

Il progetto è molto complesso e per l'insegnante è stato difficile gestirlo per la sua articolazione e per il tempo che ha richiesto. Ma ha ritenuto strutturarlo in questo modo per fornire il più possibile contesti e modalità per far crescere la classe nell’approccio alla proporzionalità e per esplorare il più possibile le tematiche dell’ipotesi di ricerca.

Nella fase 1 si sono, probabilmente, disperse molte energie perché in realtà sì sono proposti ai bambini varie relazioni: la relazione antropometrica fra testa e corpo, la stessa relazione nelle ombre che variano durante la giornata, il rapporto fra oggetto e ombra che cambia o mantiene la forma dei triangoli d'ombra.

Nella seconda fase è stato un errore non attenersi al progetto e non proporre la situazione sproporzionata prima dell'adattamento della ricetta perché ciò avrebbe aiutato i bambini ad affrontare la successiva situazione problematica.

Nella terza fase l'insegnante avrebbe dovuto prevedere uno spazio di riflessione, su quanto sperimentato nel gioco, per chiarire la ragionevolezza dell'affidarsi al rapporto casi favorevoli/casi possibili e come ciò possa andare d’accordo con l'analisi della frequenza degli eventi.

Comunque, è possibile affermare che lavorando nei tre contesti si è costruita una cultura della classe sulla proporzionalità che l’insegnante ha ritrovato, a progetto concluso, nel modo in cui i bambini risolvono i problemi (vedi valutazione del progetto come progetto di ricerca).

ii. Valutazione della progettazione come progetto di ricerca

Obiettivo principale

I livelli di ingresso dei singoli bambini cambiano nelle diverse fasi: tutti vedono gli elementi in relazione nella Fase 1, ma ciò non accade nella Fase 2, meno visualizzabile, e quasi nessuno vede la relazione in avvio nella Fase 3 prima di “conoscerla” sperimentando il gioco. 

In tutte le fasi la sperimentazione del rapporto facilita il cogliere la relazione.

Per esempio  Ale. Al.  (Allegato 37) cogliendo la lunghezza della testa (Fase 1 attività 2) e del chiodo (Fase 1 attività 3 cambiamento della forma ) come elementi fissi nella relazione “vede” il rapporto interno e ciò si ritrova in come risolve, in seguito, vari tipi di problemi.

Si è osservato che i bambini che sono maggiormente in difficoltà, come Manuel costruiscono tutto il sapere in gioco in discussione o in interazione con l'insegnante: l'attenzione agli elementi in relazione, il superamento della differenza, il cogliere le “volte”, l'attenzione al rapporto interno (Allegato 38). 

Possiamo quindi affermare che il ruolo della discussione rispetto alle ipotesi della ricerca è confermato: la discussione, l’interazione fra i pari, costituisce uno strumento di mediazione importante per far cogliere le regolarità.
Obiettivi secondari

i. Ruolo contesti, rapporto e tipologia rapporti, dati numerici.

Ruolo contesti

Il contesto antropometrico/ombre della Fase 1 costruisce l'attenzione alla relazione che nel contesto della Fase 2 diventa più difficile da gestire, perché meno visualizzabile e perché si rapportano grandezze non omogenee. In tale contesto, però, negli esperimenti con acqua e zucchero, il rapporto diventa davvero misura della relazione e supera la semplice individuazione delle volte.

Nella Fase 3 non si riesce a gestire la relazione finché non ci si riferisce chiaramente al fenomeno.

Rispetto alle ipotesi e agli obiettivi della ricerca, che individuano un ruolo importante nella diversa contestualizzazione della proporzione, possiamo dire che i contesti si confermano come determinanti. In essi, infatti, le strategie scelte, collegate al fenomeno, conducono i bambini a gestire in modo diverso il rapporto esterno o il rapporto interno.

Per esempio, nel caso di Ale. Ad. (di cui sono stati riportati tutti gli elaborati nelle diverse situazioni): nella situazione della statua del dio dell’ombra della sera il riportare la testa nel corpo (rapporto interno) porta alla consapevolezza di trovare “le volte”, mentre nella relazione chiodo/ombra nei triangoli d’ombra non c’è denominazione delle stesse (il rapporto interno risulta più “difficile”) e nell’adattare la ricetta dello sciroppo alla classe addirittura non c’è l’esplicitazione della concatenazione contenenza/partizione ed Ale. Ad. opera in parallelo su acqua e zucchero senza verbalizzare.

Rapporto

Le “volte” non intere rendono difficile gestire il rapporto, soprattutto il rapporto interno ma il riferimento al fenomeno aiuta a padroneggiare il significato del rapporto. Quindi, se da una parte la gestione delle “volte” ha messo in difficoltà i bambini perché non sempre riescono a capire cosa trovano, dall’altra, si conferma che il riferimento al fenomeno (oggettivato dalla parola volte) consente di chiarire il significato del “rapportare” una cosa all’altra” e del passare a vedere il rapporto come l’espressione di “una cosa in funzione di un’altra”.

Proprio nel “vedere” nel fenomeno un elemento fisso e l’altro che varia facilita l'approccio al rapporto interno in cui, però, è difficile capire ciò che si trova se si opera con grandezze non omogenee.

Il fatto che nel rapporto esterno (acqua/acqua e zucchero/zucchero) si operi su grandezze omogenee può facilitare la necessità di percepirlo come qualche cosa (le “volte” che una cosa è più grande o più piccola dell’altra) che deve essere mantenuto cosa che non accade per il rapporto interno.

Per quel che riguarda i dati numerici possiamo affermare che l’interferenza dei dati numerici è evidente soprattutto nella Fase 1 (nel passaggio dall’attività 2 all’attività 3).

ii. Risposta alle attività proposte

Sperimentazione degli effetti del variare della relazione nel fenomeno.

La sperimentazione del rapporto fornisce elementi sul fenomeno in tutti i contesti, anche nel contesto più astratto, in cui si attua nel gioco: la frequenza degli eventi favorevoli, il fatto di perdere comunque punti, l'ipotesi assurda che possa perdere il banco.

Ruolo della situazione sproporzionata 

Nella totalità delle diverse fasi, possiamo dire che il ruolo assegnato alle situazione fortemente sproporzionata, cioè quello di esplicitare la relazione, ha avuto mediamente successo. Infatti, nella fase conclusiva, Matteo riprende le situazioni sproporzionate per chiarire il significato delle relazioni di proporzionalità.

iii. Mediazione: insegnanti, gruppo, classe (discussione collettiva).

Mediazione insegnante

Si è osservato che, in generale, gli interventi dell'insegnante al fine di portare a scoprire le regolarità, assumono un ruolo chiave nell’ evidenziare la relazione e ciò avviene inevitabilmente nel riferimento al fenomeno.

Ruolo della discussione

· Costruisce il linguaggio rendendolo più preciso. Cioè consente di costruire significati condivisi dalla classe, rendendoli poi accessibili successivamente tramite la rievocazione delle parole ad essi associate.

· Esplicita le difficoltà trovate e ciò che si intende per differenza, volte, rapporto, rapporto interno, rapporto esterno.

· Fornisce la struttura per il ragionamento di bambini, come Debora  e Manuel che non sempre riescono a tener presente la connessione fra i punti di un ragionamento (link alle discussioni di Debora e Manuel).

· Ruolo del gruppo 

· Lavorare in gruppo coinvolge tutti i bambini e dà l'opportunità a tutti di affrontare consegne “difficili”. Essendo momento di lavoro poco controllato dall'insegnante, lascia più liberi gli alunni, anche rispetto alla discussione, e porta input imprevisti (vedi Fase 3).

Ipotesi di ricerca enunciate e modalità di verifica previste.

i. Evidenziare la relazione anche in contesti astratti, 

La consapevolezza della relazione si costruisce nel giocare, la consapevolezza dell'invarianza dei rapporti si costruisce nella discussione e si evidenzia tramite la richiesta conclusiva di argomentazione.

ii. Padroneggiare le relazioni (riferendosi agli effetti delle stesse) 

1. gestendo, nel riferimento al fenomeno, situazioni problematiche di falsa proporzionalità

La classe nella situazione di falsa proporzionalità non usa la relazione “trabocchetto” perché controlla riferendosi al fenomeno.

2. utilizzando la relazione per risolvere situazioni problematiche al di fuori del progetto

Si evidenziano alcuni momenti di transfert (tracce di proporzionalità) in situazioni problematiche assegnate successivamente ai bambini. In tali consegne non è esplicita la connessione al ragionamento proporzionale.

· Matteo usa l'ordinamento in un problema quantità/costi (già presentato nella Fase finale)

in cui occorreva verificare se un etto di tavoletta di cioccolato costa € 1,50 emergono tracce di ragionamento proporzionale.

- Matteo in un problema in cui si sa che con autobus e treno si impiegano circa 45 minuti da Pra’ a Genova per trovare il tempo che si impiegava al tempo dei nonni con un tranvai a cavalli che impiega 15 km l’ora trascura i dati forniti e immagina che treno e autobus vadano almeno a 60 km l’ora, pertanto (essendo 15  un  quarto di 60) pensa che si sarebbe impiegato 4 volte di più: circa 3 ore.

· Ale. Al.

Ale. Al. 

La mia idea era quella di vedere se € 3,50 (La Suissa), che pesa 500 g, è circa 5 volte più grande di € 1,50 (tutte le altre tavolette circa), che pesa 100 g.

...

Se la mia idea è giusta. Se € 3,50 è circa 5 volte più grande di € 1,50

(fa i calcoli e vede che il peso sta 5 volte ed il costo 2)

Il numero 2 non è vicino al 5, quindi, la mia idea è sbagliata.

· Ale.Ad.

Ale. Ad.

Se ad esempio una tavoletta come il Cioccoblocco pesa 150 g cioè 50 g in più deve costare € 1,50 più la metà di 150 cent cioè 75 cent. 

· Giulia

Dato che con queste tavolette riesco ad arrivare a 105 g con 3 tavolette devo togliere il costo di 5 g in questo modo: dato che il 5 sta 21 volte nel 105 devo dividere il costo di 105 per 21. 

· LR

io ho cercato quanto costa 1 quadretto della tavoletta che so che pesa 8,7 g  e sono arrivato a 100 g e la stessa cosa che ho moltiplicato e aggiunto per il peso l'ho fatto per il costo.

8,7 x 11 = 95,7

25 (il costo di un quadretto) x 11 = 275

· In problemi con la percentuale si considera implicitamente che si deve mantenere la stessa relazione con l'intero indicata dalla percentuale.

Ale. Al.

Siccome lo sconto è del 20% e il 20 sta 5 volte nel 100, io divido tutto per 5.

Andrea

Divido per 5 perché 5 sono le volte che 20% che sarebbe lo sconto sta nel 100% che sarebbe l'intero.

Manuel e LV usano la stessa modalità per il 20%, mentre DC lo utilizza per il 10%.

LV e DC avendo lo sconto (€ 22 che corrisponde al 25%) trovano il costo intero moltiplicando per 4 € 22, perché 25 è ¼ di 100.

Ale. Ad.

In un problema in cui ha il 40% e deve trovare l'intero, trova il rapporto fra la percentuale (40%) e i grammi corrispondenti e usa il rapporto (i grammi sono 2,5 volte più grandi della percentuale) per trovare il peso dell'intero.

Uso di LV della percentuale per rappresentare il rapporto fra acqua e sale in un lavoro di approfondimento su un testo scientifico sulle soluzioni (siamo a ottobre).

	42
	Francesca
	io volevo dire che questo testo ... forse ci fa capire anche la relazione che c'è fra sale e acqua

	43
	ins
	benissimo vai a scrivere la relazione che ci dice fino a quanto possiamo sciogliere come la scriveresti la relazione alla lavagna: come può scrivere?

	44
	LV
	36 %

	45
	ins
	LV parla di percentuale potrebbe anche essere, il 36 % di cosa?

	46
	LV
	di sale

	47
	ins
	di sale, ma c'è un altro modo, tu come lo scriveresti Francesca?

	48
	Francesca
	con il grafico

	49
	ins
	allora facciamolo alla lavagna 


- In un problema del libro di testo in cui devono disegnare triangoli rettangoli simili tutti si riferiscono al rapporto esterno tranne Ale.Al. che si riferisce al rapporto interno

Ale. Al.

Per fare questi due triangoli rettangoli ho innanzitutto deciso la misura del primo triangolo scegliendo una misura a caso, ho tracciato il segmento in verticale di cui avevo già programmato la misura (4 cm), poi ho tracciato il lato in orizzontale che è il doppio. 

Faccio la stessa cosa nell'altro triangolo.

(Costruisce correttamente i due triangoli simili).

Conclusioni

Rimangono comunque alcuni problemi aperti: per esempio capire se l’appropriazione del rapporto esterno è più facile perché in esso si hanno grandezze omogenee oppure per altri motivi (per esempio stile cognitivo dei singoli bambini: per esempio Matteo usa spesso l’ordinamento, Giulia e Francesca visualizzano come se usassero una rappresentazione grafica). Inoltre occorre stabilire se le caratteristiche della situazione problematica ed i significati della divisione che essa evidenzia (contenenza e partizione) influenzano l’uso del rapporto interno o del rapporto esterno.
Autovalutazione da parte dell'insegnante

A posteriori si ritiene che:

· sarebbe stato più funzionale definire la progettazione in modo da lavorare nei diversi contesti in parallelo per facilitare il cogliere le analogie fra le attività da parte dei bambini.

· solo alla fine dello svolgimento del progetto l'insegnante ha avuto chiare le potenzialità di alcuni elementi, per esempio, dello sperimentare gli effetti della variazione del rapporto, che era solo un'ipotesi. Se si dovesse riproporre il lavoro terrebbe conto di ciò si richiederebbero più momenti di riflessione e di discussione su tale tematica.

· obiettivo del progetto è solo l'avvio al ragionamento proporzionale, sarebbe interessante vedere come tale percorso può essere continuato nella scuola secondaria di primo grado arrivando alla modellizzazione.
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Operare un confronto percettivo quantificando


Conta, ordinamento, sequenza


Contare aggiungendo


Contare togliendo 


Usare tanto/quanto; 


metà/doppio 


Aggiungere tante volte


Struttura moltiplicativa 


Arrivare a ripartire secondo le volte trovate


Schemi complessi: articolazione contenenza/partizione


Arrivare al significato della divisione come contenenza e partizione insieme nel rapportare.


Rappresentare il rapporto con numero decimale, con la frazione e la percentuale; argomentare sulla relazione
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� Ripensando il pensiero proporzionale: schemi per la riflessione e per la progettazione didattica, proposti nel corso di Didattica della Matematica del Corso di laurea in Scienze della Formazione Primari, Postfazione di Paolo Guidoni, 2003 in � HYPERLINK "http://didascienze.formazione.unimib.it/cird/guidoni 23.1.04/guidoni.pdf"��http://didascienze.formazione.unimib.it/cird/guidoni%2023.1.04/guidoni.pdf� 


� “Per l’allievo: la proporzionalità è percepita in maniera intuitiva, ben prima del suo studio in classe e in rapporto stretto con la sua progressione nel campo concettuale della moltiplicazione. Sembra che, dopo aver identificato le due grandezze in gioco, ciascuna nel suo «spazio di misura», egli cerchi di riprodurre delle regolarità osservate, da una successione all’altra. Le proprietà più semplici da utilizzare sono quelle di ordine, a carattere qualitativo, poi quella della differenza. Vengono poi le proprietà del prodotto, della somma dove le operazioni effettuate sui numeri di una successione sono riprodotte sui numeri corrispondenti dell’altra, cosa che Vergnaud (1981), indica come «omomorfismo di misura. La proprietà del coefficiente di proporzionalità è l’ultima ad essere disponibile, perché dipende dalla padronanza dell’operazione inversa della moltiplicazione e dei numeri razionali, sotto forma di frazioni o di scritture decimali.” F. Jaquet, Ragionamento proporzionale e intuizione o, la proporzionalità e i suoi tranelli in L’educazione matematica, n.2, maggio 2004. 


� Intendiamo con la parola apprendimenti concetti matematici e procedure


� Progetto “Bambini, Maestri, realtà” in � HYPERLINK "http://didmat.dima.unige.it/documenti/RT" ��http://didmat.dima.unige.it/documenti/RT� 


�ESEMPIO 1


Ieri abbiamo assaggiato la tavoletta di cioccolata Excellence: eravamo in 20 e abbiamo mangiato 1/20 di tavoletta, 


se fossimo stati in due avremmo mangiato ½ di 100 g, cioè  50 g, cioè  0,5 dell'intera tavoletta, cioè il 50% della tavoletta, 


se fossimo stati in 3 ne avremmo mangiato 1/3 di 100 g, cioè 33 g, cioè  0,33 il 33%.


ESEMPIO 2


Nella tavoletta al latte il cacao è il 30%, cioè 30 g su 100 sono cacao, se la stessa tavoletta è da 200 g il rapporto deve essere lo stesso, allora se sono 30 su 100 su 200 devono essere 60g che è il 30% di 200 g 


� Vedi in � HYPERLINK "http://macosa.dima.unige.it/om/index.html"��http://macosa.dima.unige.it/om/index.html� 


� Quando parliamo di segni di mediazione o di mediatori, ci riferiamo, in senso lato, al significato dato da E. Damiano all’azione didattica in generale, intesa come “mediazione” tra realtà e rappresentazione.“(…) l’insegnamento viene definito come mediazione, anzi più precisamente come azione che produce mediatori: azione poietica, quindi (…) i cui prodotti sono appunto i “mediatori” (…). I mediatori, in quanto esito dell’azione didattica, sono così denominati perché:


si dispongono tra realtà e rappresentazione;


trasferiscono l’esperienza diretta dal contesto originario esterno all’interno dello scenario predisposto per l’insegnamento;


non valgono per sé, ma per loro natura rimandano a qualcos’altro;


stanno a garantire condizioni di sicurezza alla libera manipolazione degli oggetti culturali;


regolano la distanza analogica tra il Soggetto che Apprende e l’Oggetto culturale. (…)


	Elencati in ordine di distanziamento dalla realtà, i tipi fondamentali di mediatori sono i seguenti:


mediatori attivi, che fanno ricorso all’esperienza diretta;


mediatori iconici, che contano sulla rappresentazione propria del linguaggio grafico e spaziale;


mediatori analogici, in senso stretto, i quali si esprimono attraverso i giochi di simulazione;


mediatori simbolici, infine, che consistono nei codici di rappresentazione più arbitrari, convenzionali e universali come i concetti.” 


Da E. Damiano, L’azione didattica. Per una teoria dell’insegnamento, Armando Ed., 1993, p.213.


Nello specifico dell’apprendimento dei concetti matematico-scientifici, abbiamo preso spunto anche dal significato di mediatore semiotico che si ritrova in Vygotskji. Egli ha centrato l’attenzione sullo studio dell’uso del linguaggio naturale, ovvero dei meccanismi semiotici, ed in particolare dell’uso delle parole. Cfr. � HYPERLINK "http://www5.indire.it:8080/set/set_linguaggi/materiali/parole/med_sem1.html"��http://www5.indire.it:8080/set/set_linguaggi/materiali/parole/med_sem1.html� 


�	 L’ uso del linguaggio verbale scritto richiede, sempre secondo Vygotskji, un alto livello di coscienza del processo stesso del parlare, che diventa più intenzionale e consapevole. E poiché intendiamo individuare il raggiungimento della consapevolezza come requisito indispensabile per padroneggiare il ragionamento proporzionale, la verbalizzazione scritta diventa irrinunciabile.


� Vedi “La didattica del prestamano” in  � HYPERLINK "http://www5.indire.it:8080/set/set_linguaggi/materiali/parole/prest.html"��http://www5.indire.it:8080/set/set_linguaggi/materiali/parole/prest.html�.


� Vedi “La didattica del confronto di testi” in � HYPERLINK "http://didmat.dima.unige.it/"��http://didmat.dima.unige.it/� , Rapporti Tecnici, classe II, pag 12 e segg. e in � HYPERLINK "http://www5.indire.it:8080/set/set_linguaggi/materiali/parole/did_confr.html"��http://www5.indire.it:8080/set/set_linguaggi/materiali/parole/did_confr.html�.


� Intendiamo discussione matematica  secondo il significato dato dal Gruppo di Ricerca di Modena che di riferisce a M. Bartolini Bussi, applicabile a nostro avviso anche alle scienze sperimentali: “una discussione matematica è una polifonia di voci articolate su un oggetto matematico (concetto, problema, procedura), che costituisce un motivo dell’attività di insegnamento apprendimento.” (…) “Il termine voce è qui usato nel senso di Bachtin per intendere una forma di discorso e di pensiero che rappresenta il punto di vista di un soggetto, il suo orizzonte concettuale, il suo intento e la sua visione del mondo. Una voce ha quindi una componente interna (pensiero) e una componente esterna (discorso) che rende possibile la comunicazione…”. Interazione sociale e conoscenza a scuola: la discussione matematica, Modena 1995.


� Intendiamo riferirci alla definizione di concetto data da G. Vergnaud: “…considerare il concetto come una terna di insiemi:


C=(S,I,S)


S: l’insieme delle situazioni che danno senso al concetto (il referente)


I: l’insieme degli invarianti sui quali si basa l’operatività degli schemi


S: l’insieme delle forme linguistiche e non linguistiche che permettono di rappresentare simbolicamente il concetto, le sue proprietà, le situazioni e le procedure di trattazione (il significante). 


Per studiare lo sviluppo e il funzionamento di un concetto, durante l’apprendimento e durante la sua utilizzazione, è necessariamente considerare volta per volta questi tre piani.” G. Vergnaud, La teoria dei campi concettuali, 


�  “…per "campo di esperienza" si intende anzitutto un ambito dell'esperienza culturale dell'uomo in cui si attivano particolari comportamenti evocati dalle parole e dagli altri segni utilizzati per comunicare: l'espressione "ombre del sole" di per sé attiva immagini, ricordi, conoscenze sul fenomeno; la visione delle monete correnti (come la parola "moneta") evoca esperienze di acquisto, ecc.; la scrittura x2-3x+2=0 richiama, per tutte le persone che hanno frequentato la scuola superiore, una procedura per trovare le soluzioni di tale equazione...” in � HYPERLINK "http://www5.indire.it:8080/set/set_linguaggi/materiali/parole/campo.html"��http://www5.indire.it:8080/set/set_linguaggi/materiali/parole/campo.html�  


� “La proporzionalità è comunque una nozione complessa che mette in opera conoscenze sui numeri ben elaborate, che esige padronanza dei concetti di moltiplicazione e divisione, e che fa appello a un repertorio esteso di situazioni nell’ambito della linearità. Gli allievi, da parte loro, non aspettano di saper calcolare dei rapporti, né di conoscere i numeri razionali per lanciarsi nella risoluzione dei problemi in cui interviene la proporzionalità. (…) Dal momento in cui essi percepiscono  l’esistenza di due grandezze distinte in gioco, cercano delle regolarità tra le sue successioni numeriche corrispondenti, riportano, dall’una all’altra, per analogia, certe operazioni elementari come l’addizione, la sottrazione, la moltiplicazione…”. F. Jaquet, Ragionamento proporzionale e intuizione o, la proporzionalità e i suoi tranelli in L’educazione matematica, n.2, maggio 2004


� “Se viene sostenuto (non forzato!) in modo graduale e coerente a partire dalla scuola dell’infanzia, il pensiero proporzionale si sviluppa tranquillamente (e con grande soddisfazione dei suoi utenti) entro la scuola di base per la maggior parte dei ragazzi/e. (…) Se però viene ignorato nella varietà delle sue strategie, e/o reso asfittico sotto mentite spoglie a livello di infanzia-elementari, e poi affrontato in modi cognitivamente e culturalmente repellenti come quelli consacrati da tanti testi (di matematica e scienze) della scuola media, il pensiero proporzionale si spegne nella maggior parte dei ragazzi (e dei cittadini), rimanendo uno dei due o tre strumenti-principe di selezione (pseudo)culturale ancora ben attivi fino all’università, e oltre.” P. Guidoni, cit. 


� “Curricula typically introduce multiplication and division later than addition and subtraction, and explain  them in terms of repeated addition and repeated subtraction and partitions of sets, thus building on concepts of sets and numerosities. Indeed Paget’s (1952) treatment of multiplication is in terms of one-to-many correspondence some years later than addition and subtraction. However, ideas of division as sharing are actually very early in development, in some respects earlier even than counting (see Nunes & Bryant, 1996), and the idea of a half as the partition of a set is introduced in Year 1 of school in the UK.” B. Butterworth, The development of arithmetical abilities, in Journal of Child Psychology and Psychiatry 46: 1(2005),pp. 3-18.


Vedi anche quanto già scritto in Nota 6.


� A. Pesci La traduzione in simboli di una assegnata situazione di proporzionalità diretta, in � HYPERLINK "http://didmat.dima.unige.it/progetti/COFIN/biblio/art_pesci/Pesci_00a.pdf" ��http://didmat.dima.unige.it/progetti/COFIN/biblio/art_pesci/Pesci_00a.pdf�


A. Pesci Lo sviluppo del pensiero proporzionale nella discussione in classe, Il Pitagora Editrice, Bologna (2002)


� “… E resta in definitiva una forte indicazione cognitivo - didattica, quella di far sperimentare fin dall’inizio ai bambini (prima di acquisire competenze di calcolo con i numeri “grandi”) la costruttiva ambiguità e le diverse potenzialità di risonanza col contesto sempre implicite nella scelta fra guardare-per-differenza e guardare-per-rapporto.”, P. Guidoni, cit.


� P. Cobb: “In questo paradigma, le attività che venivano precedentemente considerate come indicatori di misconcetti sono qualche volta viste come passi necessari nello sviluppo dei concetti maturi degli allievi.”, Descrizione dell'apprendimento matematico nel contesto sociale della classe”  in “L'educazione matematica”,


�Abbiamo dovuto pensare a 5 UdA realizzate con bambini di età diversa (dai 5 anni alla classe quinta) per l’impossibilità di realizzare effettivamente il percorso in verticale con gli stessi bambini.


�“ Un punto cruciale è che tali “livelli concettuali” sono spesso interpretati (anche sotto l’ottica bloccante di un piagetismo miope e cognitivamente funesto) come altrettanti “gradini” di sviluppo lineale: come se arrivare a ragionare proporzionalmente  eseguendo rapporti tra numeri costituisse una prestazione cognitiva non solo più “formale” di altre, ma soprattutto destinata a sussumerle e soppiantarle. Niente di più falso, e soprattutto più distorcente l’azione didattica. I “livelli” secondo cui si pensa, si agisce, si parla, si simbolizza… in modo proporzionale sono in realtà modalità parallele (a volte alternative, sempre interferenti) di esplicitazione del ragionamento: che hanno sia attivazione potenzialmente parallela a seconda del potere evocativo e della operatività implicita dei diversi contesti, in qualunque fase dello sviluppo cognitivo; sia sviluppo potenzialmente parallelo (spesso temporalmente ed esperienzialmente falsato) nel loro passaggio da pure potenzialità emergenti nel pensiero, ad “aree di sviluppo prossimale”, ad acquisizioni esplicite, a strategie in-corporate e automatizzate alla radice di comportamenti cognitivi sempre più complessi e articolari, fino a strutture di formalizzazione le più diverse.”,  P. Guidoni, cit.





�	 Nell'effettuare l'analisi didattica a priori ci riferiamo alla nostra esperienza di insegnanti e all’analisi di dossier prodotti dal Gruppo di Ricerca del DIMA.


�	 “D’altra parte dall’esperienza appare altrettanto cruciale che le diverse strategie cognitive di base sottese al pensiero matematico (…) vengano riconosciute, evocate, indirizzate e sostenute nel loro sviluppo e nella loro convergenza (…) fin dall’inizio dell’esperienza scolastica (dai tre anni in poi…): utilizzando, per questo, i più svariati supporti cognitivi (percezione, lingua naturale, motricità, rappresentazione iconica…) e la ricchezza dei loro intrecci”.- P. Guidoni, cit.


� vedi Premessa pag.12


� vedi Premessa pag.12


� vedi Premessa pag.7 e 13


� vedi Premessa pag.12


� vedi Premessa pag.15


� vedi Premessa pag.11.


�Vedi in Rapporti Tecnici del progetto “Bambini, maestri, realtà” in sito � HYPERLINK "http://didmat.dima.unige.it/"��http://didmat.dima.unige.it� 


� vedi Progetto “Bambini, maestri, realtà” e Progetto Miur in � HYPERLINK "http://didmat.dima.unige.it" ��http://didmat.dima.unige.it� 


� situazione di verifica finale dell’attività 4.


� Vedi Premessa pag.16


� Vedi Premessa pag.12


�	 il termine proporzione è emerso nelle attività svolte ad inizio anno vedi background relativo alla proporzionalità


� la parola deformata è ripresa dal lavoro svolto nel contesto immagini – vedi Background


� già a partire dalla classe seconda i bambini sono abituati ad usare diversi valori statistici ed in classe quarta si è avviato l’uso della media.


�	 come contratto didattico nella classe dalla richiesta di motivazione fatta fin dalla classe prima, si  è passati all'inizio della quarta a chiedere la dimostrazione delle proprie affermazioni e si sono avviate attività di confronto di ragionamenti.


� Le tavolette sono state costruite dai bambini (a gruppi, ci sono 5 gruppi in classe) e non sono tutte dello stesso spessore per cui i chiodi, anche se sono uguali, non spuntano tutti della stessa misura.


� Nella ripresa del progetto sulle soluzioni, già citato, l’insegnante ha approfondito aspetti su cui i bambini avevano già elaborato ipotesi all’interno del progetto stesso, uno di questi era vedere finché lo zucchero si scioglieva, l’occasione della produzione delle pesche sciroppate consente di riprendere il tema, così anche l’insegnante fa un esperimento (in momento di lavoro frontale con la classe) e arriva a mettere  una quantità tale di zucchero che mette ancora più in rilievo le variazioni causate nel fenomeno dal variare della quantità di zucchero.


� A lato del progetto svolto all’interno del Master con il Prof. Borsese (vedi articolo G.Caviglia, L.Zunino, 2008, già citato) la salamoia è stata utilizzata per produrre le olive in salamoia, per realizzare velocemente le quantità necessarie l’insegnante ha fatto costruire un grafico ai bambini del rapporto fra acqua e sale e si è utilizzata la retta di proporzionalità per trovare, secondo l’acqua che si doveva preparare, il sale da mettere.


� Vedi Premessa pagg.16, 17.


� Vedi in proposito quanto esposto nella Premessa nelle pagine 16 e 17
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